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Introdu
tionUn problème de pavage auquel 
ha
un a pu se 
onfronter est 
elui du puzzle :étant donné un ensemble de piè
es (appelées aussi tuiles), 
omment les assembler enrespe
tant les 
ontraintes lo
ales imposées par l'imbri
ation des piè
es (dues à leurdé
oupe) et la 
ontinuité des 
ouleurs (deux piè
es devant être de même 
ouleur làoù elles se tou
hent) ? Le respe
t de 
es 
ontraintes 
onduit à obtenir, à une é
helleplus globale, l'image �nale promise. Sous l'aspe
t ré
réatif de 
et exemple apparaîtune question fondamentale de la théorie des pavages : 
omment des 
ontraintes lo-
ales (i
i l'assemblage des piè
es) engendrent-elles une 
ontrainte globale (l'image�nale) ? Un exemple 
élèbre est 
elui du pavage de Penrose, introduit dans [87℄, quiest obtenu à partir de deux tuiles en forme de losange, qui ont la propriété remar-quable de ne pouvoir paver le plan eu
lidien que de manière apériodique, 
'est-à-diresans invarian
e par une translation non triviale1. La �gure 1 illustre 
ela.

Fig. 1 � Deux tuiles (à gau
he) et un exemple de pavage �ni qu'elles permettentde réaliser (à droite � les tuiles pouvant être tournées). Il s'agit d'un mor
eau du
élèbre pavage de Penrose. Soulignons que les 
ontraintes lo
ales (ergots sur les
�tés des tuiles) entraînent une 
ontrainte globale : au
un pavage du plan par 
estuiles n'est invariant par translation, 
'est-à-dire qu'ils sont tous apériodiques.1Ce pavage a d'ailleurs été inventé pour une entreprise fabriquant de véritables puzzles !1



2 INTRODUCTIONCe problème de transfert d'information a été à l'origine de la théorie modernedes pavages, laquelle s'est depuis développée dans de nombreuses dire
tions. Parexemple, en informatique théorique, les pavages ont notamment été étudiés pourle problème de dé
idabilité suivant, posé par Wang dans [112℄ : existe-t-il un pro-gramme qui, étant donné n'importe quel ensemble �ni de tuiles, détermine s'il estpossible de paver le plan ave
 
es tuiles ? La réponse s'est avérée négative à 
ausede l'existen
e d'ensembles de tuiles ne pouvant paver qu'apériodiquement le plan(voir, par exemple, [2, 13, 38, 47, 46, 97℄ et, bien sûr, le 
as de la �gure 1). Parallèle-ment, les pavages ont été étudiés d'un point de vue plus mathématique, notamment
omme systèmes dynamiques symboliques parti
uliers, su�samment simples pourêtre étudiés sans être pour autant trop simples (voir, par exemple, [96℄). En�n, enphysique, les pavages servent à modéliser la stru
ture de la matière, notammentdes quasi-
ristaux, dont la dé
ouvert expérimentale ré
ente a 
ontribué à relan
erfortement l'intérêt porté aux pavages (voir, par exemple, [104℄).Outre 
ela, dans le 
as parti
ulier de la dimension un, il existe un lien fortentre pavages, fra
tions 
ontinues et géométrie dis
rète. Esquissons-en i
i les idéesprin
ipales. Notons d'abord que, dans 
e 
adre, les pavages sont des pavages de ladroite, qui peuvent aussi être vus 
omme des mots (à 
haque tuile 
orrespond unelettre). On peut alors dis
rétiser une 
ourbe du plan par une ligne brisée 
omposéede segments unité, puis 
oder 
ette ligne brisée par un mot (
haque lettre 
odantun segment unité de dire
tion parti
ulière). Les outils de la 
ombinatoire des motsque sont les morphismes ou les substitutions permettent alors d'agir sur 
es 
odagesde 
ourbes dis
rètes. En parti
ulier, on peut 
al
uler le développement en fra
tion
ontinue de la pente α d'une droite dis
rète (
'est-à-dire de la pente de la droiteréelle qu'elle appro
he) de manière géométrique. En e�et, sans supposer α 
onnu,on détermine sa partie entière ⌊α⌋ simplement à partir des motifs du mot 
odantla droite, et on applique une transformation adéquate a�n d'obtenir une droite depente T (α), où T est l'appli
ation de Gauss utilisée pour 
al
uler le développe-ment en fra
tion 
ontinue d'un réel. Itérer 
e
i donne une suite de mots 
odant desdroites dis
rètes et permet de 
al
uler le développement en fra
tion 
ontinue de α.On peut ensuite étendre 
ela à des mots 
odant des 
ourbes dis
rètes : à partir desmotifs d'un tel mot, on 
al
ule en pro
édant de même un développement en fra
-tion 
ontinue. La question de savoir à quel réel 
orrespond le développement ainsi
al
ulé n'est pas 
laire, puisque la notion de pente n'est pas dé�nie pour une 
ourbegénérale. Cependant, on montre que 
e pro
édé permet de déterminer si la 
ourbedis
rète 
odée par un mot donné est une droite ou non : on parle de re
onnaissan
ede droite. C'est un problème fondamental en géométrie dis
rète, lié à la ve
torisation(ou polygonalisation) d'objets dis
rets : 
omment dé
omposer une 
ourbe dis
rète
omplexe en un ensemble de mor
eaux de droites dis
rètes, plus simple à sto
ker.Il s'agit d'un problème très étudié (voir, par exemple, le survol [79℄).



INTRODUCTION 3En dimensions supérieures, un tel lien entre pavages, fra
tions 
ontinues et géo-métrie dis
rète n'a jamais, à notre 
onnaissan
e, été développé. Pourtant, d'unepart, de nombreuses extensions multidimensionnelles des fra
tions 
ontinues ontété étudiées (voir, par exemple, [23, 103℄) et, d'autre part, le problème de la re-
onnaissan
e de plan a reçu beau
oup d'attention en géométrie dis
rète (voir, parexemple, le ré
ent survol [24℄). Développer un tel lien est l'obje
tif prin
ipal de 
ettethèse. La suite de 
e do
ument est organisée 
omme suit.Au 
hapitre 1, nous reprenons plus en détail le lien esquissé 
i-dessus entre pa-vages unidimensionnels (ou mots), fra
tions 
ontinues et géométrie dis
rète. Notonsque si la formulation retenue (notamment l'utilisation de morphismes et de substi-tutions) semble nouvelle, les idées exposées dans 
e 
hapitre sont déjà 
onnues. Onpasse ensuite en revue les di�érentes extensions multidimensionnelles des 
on
eptsutilisés dans le 
as unidimensionnel (pavages, substitutions, fra
tions 
ontinues,re
onnaissan
e de plan). À la lumière de 
e
i, on 
on
lut 
e 
hapitre par une des-
ription plus pré
ise des résultats prin
ipaux de 
ette thèse.Le 
hapitre 2 est 
onsa
ré à la notion d'appli
ation duale d'une substitution oud'un morphisme (on parle aussi de substitution généralisée). Il s'agit de transfor-mations sur les pavages généralisant les substitutions et morphismes dé�nis sur lesmots (voir Fig. 2). La présentation 
ommen
e par reprendre la 
onstru
tion donnéepar P. Arnoux et S. Ito dans [6℄ et étendue par H. Ei dans [49℄, avant de propo-ser une dé�nition légèrement plus générale. Soulignons que 
es appli
ations duales,malgré une relative 
omplexité qui peut rebuter au premier abord, jouent un r�leabsolument primordial dans toute 
ette thèse.

Fig. 2 � A
tion d'une appli
ation duale sur quelques tuiles, appelées aussi fa
es (àgau
he) et sur un ensemble de tuile un peu plus grand (à droite).Les premiers résultats propres à 
ette thèse sont exposés au 
hapitre 3. On re-prend la notion de plan en es
alier, initialement introduite par L. Vuillon dans[111℄. Un plan en es
alier peut être vu 
omme un type parti
ulier de pavage, dont



4 INTRODUCTIONon montre le lien ave
 la notion de plan arithmétique dis
ret, introduite par J.-P.Réveillès dans [98℄ (voir Fig. 3, à gau
he). On 
ara
térise alors l'a
tion des appli
a-tions duales sur les plans en es
aliers. Plus pré
isément, nous donnons une 
onditionné
essaire et su�sante simple pour que l'image d'un plan en es
alier par l'appli
a-tion duale d'un morphisme soit un plan en es
alier (Th. 3.4). En parti
ulier, 
ette
ondition s'avère être toujours réalisée dans le 
as d'une appli
ation duale de sub-stitution. Ce
i 
omplète un premier résultat dans 
ette dire
tion, donné dans [6℄,qui 
onsidérait le 
as d'une appli
ation duale de substitution laissant invariant unplan en es
alier, montrant que 
ette appli
ation était stable sur les mor
eaux de
e plan en es
alier. Nous avons publié 
e résultat d'abord dans la 
onféren
e [53℄dans un 
as parti
ulier d'appli
ation duale de substitution, puis dans l'arti
le [56℄dans le 
as général d'une appli
ation duale de substitution. En�n, l'arti
le [16℄ (sou-mis) traite le 
as plus général d'une appli
ation duale de morphisme. La suite du
hapitre montre alors 
omment utiliser l'algorithme de Brun � une extension mul-tidimensionnelle parti
ulière de l'algorithme de développement en fra
tion 
ontinued'Eu
lide � pour 
al
uler le développement du ve
teur normal d'un plan en es
alierdire
tement sur 
e plan. On parle, par abus, du développement de 
e plan. Pluspré
isément, on 
al
ule 
e développement sans supposer 
onnu le ve
teur normaldu plan en es
alier en question, mais simplement en déduisant des 
on�gurations lo-
ales de 
e plan les informations su�santes à 
al
uler 
e développement. Une 
lassespé
iale d'appli
ations duales est utilisée à 
ette �n, ainsi que la notion de palier,que nous introduisons en généralisant une notion similaire dé�nie pour les droitesdis
rètes (voir Fig. 3, à gau
he).

Fig. 3 � Un plan en es
alier (à gau
he) ou une surfa
e en es
alier (à droite) peuventêtre vus, dans l'espa
e, 
omme des dis
rétisations d'un plan ou d'une surfa
e réelset, dans le plan, 
omme des pavages (par losanges). La notion de paliers (quelquesexemples sont i
i en
adrés) permet de lire une information qui peut être reliée, dansle 
as d'un plan en es
alier, à son ve
teur normal (le 
as d'une surfa
e en es
alierétant plus di�
ile à interpréter).



INTRODUCTION 5Le 
hapitre 4 joue le r�le de 
harnière entre le 
hapitre 3 et le 
hapitre 5. On
ommen
e par rappeler la notion de surfa
e en es
alier, introduite par D. Jametdans [71℄ et on montre quelques propriétés élémentaires asso
iées. Intuitivement,une surfa
e en es
alier peut être vue soit 
omme un pavage de Rd−1 soit, en la�relevant à la Thurston� (voir [108℄) 
omme une dis
rétisation d'une surfa
e de
Rd. On introduit alors la notion de �ip (voir Fig. 4). Le �ip est utilisé en phy-sique, notamment en mé
anique statistique et dans l'étude de la formation des
ristaux ou quasi-
ristaux (
e terme sera dé�ni au 
hapitre 1), pour modéliser lesré-arrangements lo
aux d'atomes. Dans le 
ontexte des plans et surfa
es en es
alier,le �ip s'avère une notion utile pour relier les premiers aux se
ondes, 
omme nousl'avons d'abord exposé dans [55℄. En parti
ulier, on montre que toute surfa
e enes
alier peut être obtenue en e�e
tuant une suite de �ips sur un plan en es
alier(Th. 4.16). Nous avons publié 
e résultat dans l'arti
le [3℄. Par ailleurs, mettantà pro�t le 
�té formel des plans et surfa
es en es
alier (par rapport aux 
ristaux,par exemple), on introduit une variante moins 
ontrainte du �ip, appelée pseudo-�ip. Sans entrer i
i dans les détails, soulignons simplement que 
ette notion permetdes preuves plus fa
iles de résultats similaires (Th. 4.20 et 4.21). Nous avons dé-
rit la notion de pseudo-�ip et prouvé les résultats 
orrespondants dans l'arti
le [16℄.

Fig. 4 � Un �ip est une transformation lo
ale sur les surfa
es en es
alier. On peutle voir, dans l'espa
e, 
omme l'ajout ou la suppression d'un 
ube unité (un voxel)ou, dans le plan, 
omme un é
hange de tuiles.Le 
hapitre 5 est en quelque sorte l'extension du 
hapitre 3 au 
as des surfa
esen es
alier. On 
ommen
e par 
ara
tériser l'a
tion des appli
ations duales sur lessurfa
es en es
alier. Plus pré
isément, nous donnons une 
ondition né
essaire etsu�sante simple pour que l'image d'un plan en es
alier par l'appli
ation duale d'unmorphisme soit un plan en es
alier (Th. 5.3). Ce résultat a été publié dans [3℄ dansle 
as d'une appli
ation duale d'une substitution, puis détaillé dans [16℄ (soumis),dans le 
as général d'une appli
ation duale d'un morphisme. On montre ensuiteque le pro
édé 
onsistant à 
al
uler le développement d'un plan à partir de 
on�-gurations lo
ales � les paliers � peut être étendu aux surfa
es en es
alier, 
e
i bienqu'une surfa
e en es
alier n'ait généralement pas de ve
teur normal, 
ontrairement



6 INTRODUCTIONà un plan en es
alier. Une question naturelle est alors de savoir quelles surfa
esen es
alier ont le même développement qu'un ve
teur réel donné, outre le plan enes
alier qui a 
e ve
teur pour ve
teur normal. Une réponse en termes de quasi-planen es
alier est apportée (Th. 5.14 et 5.20). Une version partielle de 
e résultat setrouve dans l'arti
le [16℄ (soumis).Au 
hapitre 6, on montre 
omment appliquer les résultats des 
hapitres pré
é-dents en géométrie dis
rète, plus pré
isément en 
e qui 
on
erne les problèmes dela génération et de la re
onnaissan
e de plans dis
rets (r�le joué par les plans enes
alier). On expose trois te
hniques di�érentes pour engendrer un plan en es
alier.La première 
onsiste à itérer une appli
ation duale sur un mor
eau �ni de plan enes
alier, et à engendrer ainsi � sous 
ertaines 
onditions � des mor
eaux de plus enplus grands de 
e plan (Th. 6.9). Ce résultat a été publié dans [56℄. La se
onde te
h-nique repose sur les résultats du 
hapitre 5 : itérer une appli
ation duale adéquatesur une surfa
e en es
alier, donne � sous 
ertaines 
onditions � une suite de surfa
esen es
alier 
onvergeant vers le plan en es
alier désiré (Th. 6.10). En�n, la dernièrete
hnique 
onsiste à engendrer un plan dont le ve
teur normal a des 
oordonnéesrationnelles à partir d'un domaine fondamental, 
'est-à-dire d'un mor
eau de plan�ni engendrant tout 
e plan par périodi
ité. On montre 
omment 
onstruire undomaine fondamental de taille minimale grâ
e aux appli
ations duales asso
iées audéveloppement en fra
tion 
ontinue du ve
teur normal du plan que l'on veut engen-drer (6.14). Ce résultat a été publié dans [58℄. En 
e qui 
on
erne la re
onnaissan
ede plan, on dé
rit un algorithme qui généralise la méthode de re
onnaissan
e dedroite esquissée plus haut : on 
al
ule le développement d'une surfa
e en es
alier(en fait, plus généralement, de 
e qu'on appellera fon
tion binaire) et on en déduitsa nature � plan en es
alier ou non (Th. 6.25). La 
omplexité d'un tel algorithme estdis
utée, bien que nous ne proposons pour l'instant qu'une borne théorique, qu'ilresterait à 
onfronter à la pratique. Ce résultat a été publié dans [58℄.Nous 
on
lurons 
e mémoire par un bref 
hapitre 
onsa
ré à dé
rire quelquesrésultats obtenus pendant 
ette thèse mais non présentés dans les 
hapitres pré-
édents. Ces résultats posent les jalons de futures re
her
hes liées à la probléma-tique de 
ette thèse. Soulignons que 
ertains d'entre eux ont déjà été publiés (voir[21, 22, 52, 54, 57℄).



Chapitre 1Contexte et 
ontenu
1.1 Combinatoire des mots et géométrie dis
rète1.1.1 Mots, groupe libre et morphismesCe paragraphe rappelle brièvement les 
on
epts de base de la 
ombinatoire desmots. Le le
teur intéressé par une introdu
tion plus détaillée (notamment en 
equi 
on
erne des référen
es historiques) pourra, par exemple, se référer au premier
hapitre de [83℄, ou aux livres [93, 95℄.Un alphabet A est un ensemble, supposé �ni i
i, de symboles appelés lettres.Sans restri
tion de généralité, on peut supposer A = {1, 2, . . . , d}. Un mot w delongueur k sur l'alphabet A est alors une 
on
aténation de k lettres a1, . . . , ak de
A, notée w = a1· a2 · · ·ak ou w = a1a2 · · ·ak. On note |w| la longueur de w et |w|i lenombre d'o

urren
es de la lettre i dans le mot w. Par exemple, w = 12112 est unmot de longueur 5 sur l'alphabet A = {1, 2}, et on a |w|1 = 3 et |w|2 = 2. Plus géné-ralement, la 
on
aténation de deux mots u et v est le mot noté u·w ou uv : 
'est la
on
aténation des lettres de u et de 
elles de v. On note alors uk la 
on
aténation de
k 
opies du mot u. En�n, on note ε le mot vide, 
'est-à-dire tel que w· ε = ε·w = w.Tout 
e qui pré
ède 
onfère une stru
ture de monoïde à l'ensemble des mots sur
A : on note A∗ 
e monoïde. On peut aussi 
onsidérer les 
on
aténations in�nies delettres, appelées mots in�nis : on note Aω l'ensemble des mots �nis et in�nis.Introduisons en
ore quelques notions 
lassiques en 
ombinatoire des mots. Unmot v est un fa
teur d'un mot w s'il existe deux mots u1 et u2 tels que w = u1vu2.Si, de plus, u1 = ε (resp. u2 = ε), on dit que v est un pré�xe (resp. su�xe) de w.On note Lk(w) l'ensemble des fa
teurs de longueur k de w et L(w) l'ensemble detous les fa
teurs de w. L'ensemble L(w) est appelé le langage de w. Par exemple,on 
al
ule :

L(12112) = {ε, 1, 2, 12, 21, 11, 121, 211, 112, 1211, 2112, 12112}.7



8 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUCe
i permet, par exemple, de 
omparer des mots en 
omparant leurs langages (sou-lignons que deux mots in�nis ayant le même langage ne sont pas for
ément égaux).Une autre façon de 
omparer les mots est d'introduire une distan
e sur l'en-semble des mots �nis ou in�nis. Plus pré
isément, on dit que deux mots distin
tssont à distan
e 2−n si leur plus grand pré�xe 
ommun est de taille n. Par exemple,les mots 12112 et 12122 sont à distan
e 2−3 
ar leur plus grand pré�xe 
ommunest le mot 121, de longueur 3. Cette notion de distan
e permet aussi de parler de
onvergen
e. Par exemple, la suite de mots ((12)n)n≥0 
onverge vers le mot in�ninoté (12)ω, qui 
ommen
e par la lettre 1 et alterne les lettres 1 et 2.Ce qui pré
ède a don
 permis d'introduire la notion de mot, ainsi que le monoïdeasso
ié. On peut alors vouloir in
lure les mots dans un ensemble plus grand ayantune stru
ture de groupe. Plus pré
isément, le groupe libre sur d éléments, noté Fd,est le groupe engendré par l'alphabet {1, . . . , d} pour la loi de 
on
aténation, ave
 lemot vide ε 
omme élément neutre. Les éléments de Fd sont don
 les 
on
aténationsde lettres de {1, . . . , d} élevées à des puissan
es de Z, les mots 
orrespondant au
as parti
ulier où toutes 
es puissan
es sont positives. Soulignons qu'un élémentde Fd admet plusieurs é
ritures : on appelle é
riture réduite 
elle où au
une lettren'est dire
tement suivie de son inverse. On note |w|i la somme des puissan
es deso

urren
es de la lettre i dans w (on véri�e fa
ilement que 
ette valeur ne dépendpas de l'é
riture 
hoisie). Par exemple, w = 2−11211−1 est un élément de Fd dontl'é
riture réduite est w = 2−112 ; on a |w|1 = 1 et |w|2 = 1− 1 = 0.Tant la stru
ture de monoïde que 
elle de groupe libre 
onduisent naturellementà la notion de morphisme. Par exemple, on dé�nit un endomorphisme τ du groupelibre à deux éléments F2 par :
τ :

{
1 7→ 2,
2 7→ 2−11,et on 
al
ule :

τ(1221−1) = τ(1)τ(2)2τ(1)−1 = 22−112−112−1 = 12−112−1.Un morphisme tel que les images de 
haque lettre ne 
ontiennent que des puis-san
es positives de lettres est dit positif (en parti
ulier, 
'est le 
as des endomor-phismes du monoïde des mots). Si, de plus, il n'envoie au
une lettre sur l'élémentneutre ε, 
'est-à-dire s'il est non-e�açant, on parle de substitution. Par exemple, lemorphisme suivant est une substitution :
σ :

{
1 7→ 12
2 7→ 1



1.1. COMBINATOIRE DES MOTS ET GÉOMÉTRIE DISCRÈTE 9En�n, un morphisme σ est un automorphisme s'il existe un morphisme noté σ−1tel que σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = Id. Par exemple, les morphismes τ et σ dé�nis plushaut sont des automorphismes puisqu'on véri�e qu'ils sont inverses l'un de l'autre :
σ ◦ τ(1) = σ(2) = 1,

σ ◦ τ(2) = σ(2−11) = σ(2)−1σ(1) = 1−112 = 2,

τ ◦ σ(1) = τ(12) = τ(1)τ(2) = 22−11 = 1,

τ ◦ σ(2) = τ(1) = 2.Une notion importante asso
iée aux morphismes est 
elle de matri
e d'in
iden
e.Rappelons d'abord que l'appli
ation de Parikh, notée f , est l'appli
ation du groupelibre Fd dans Zd dé�nie par :
f (w) = (|w|1, . . . , |w|d). (1.1)Par exemple, on 
al
ule :

f(2−11211−1) = f(2−112) = (1, 0).La matri
e d'in
iden
e d'un morphisme σ est alors la matri
e entières d× d, notée
Mσ, dont la i-ème 
olonne est le ve
teur f (σ(i)). Par exemple, les morphismes τ et
σ pré
édemment dé�nis ont pour matri
es d'in
iden
es :

Mτ =

(
0 1
1 −1

) et Mσ =

(
1 1
1 0

)

.Notons qu'il dé
oule de 
ette dé�nition que, pour tout élément w ∈ Fd, on a :
f (σ(w)) = Mσf (w). (1.2)On véri�e aussi fa
ilement que pour tous morphismes σ et τ , on a :
Mσ◦τ = MσMτ . (1.3)On en déduit que la matri
e d'in
iden
e d'un morphisme inversible σ est l'inversede la matri
e d'in
iden
e de σ−1, puisqu'on a :

MσM
−1
σ = Id = Mσ◦σ−1 = MσMσ−1 .En parti
ulier, la matri
e d'in
iden
e d'un automorphisme a pour inverse une ma-tri
e à 
oe�
ients entiers : elle appartient don
 au groupe multipli
atif GL(d,Z),qui est le groupe des matri
es à 
oe�
ients entiers et à déterminant égal à ±1. Iln'est pas di�
ile de voir que la ré
iproque est fausse. Par exemple, on véri�e quele morphisme suivant n'est pas inversible, bien que sa matri
e d'in
iden
e ait undéterminant égal à 1 :
ρ :

{
1 7→ 112,
2 7→ 21.



10 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUPlus généralement, on appelle morphisme unimodulaire un morphisme dont la ma-tri
e d'in
iden
e appartient à GL(d,Z). Tout automorphisme est don
 un mor-phisme unimodulaire, mais seuls 
ertains morphismes unimodulaires sont des auto-morphismes. Mentionnons 
ependant le résultat partiel suivant : dans le 
as d = 2,il est montré dans [113℄ qu'une substitution est inversible si et seulement si elles'é
rit 
omme une 
omposition des trois substitutions suivantes :
1 7→ 2, 2 7→ 1, 1 7→ 12, 2 7→ 1, 1 7→ 21, 2 7→ 1.L'intérêt des morphismes relativement aux mots ou aux éléments du groupe libreest au moins double : ils permettent de les engendrer par itérations su

essives,ainsi que de les 
lassi�er selon que telle ou telle propriété est véri�ée ou non. Parexemple, la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1 permet de dé�nir la suite de mots

(σn(1))n≥0 dont les premiers termes sont :
1, 12, 121, 12112, 12112121, 1211212112112, . . .I
i, on montre fa
ilement que σn+2(1) = σn+1(1)σn(1). On en déduit que la suite

(σn(1))n≥0 
onverge vers un mot in�ni u (appelé traditionnellement mot de Fibo-na

i) de la forme :
u = 121121211211212112121121121211211212112121121121211212112112 . . . (1.4)Le mot u véri�e σ(u) = u : 
'est un point �xe de σ. Plus généralement, un mot est ditsubstitutif si 
'est l'image par un morphisme d'un mot point �xe d'une substitution.Intuitivement, 
e sont les mots qu'on peut e�e
tivement engendrer (sous 
ertaines
onditions, voir, par exemple, le premier 
hapitre de [93℄). Notamment, 
e
i permetune 
lassi�
ation (parmi d'autres) des mots in�nis : 
eux qui sont substitutifs et
eux qui ne le sont pas. D'autres 
ritères de 
lassi�
ation, 
omme la s-adi
ité, sedé�nissent aussi à partir de substitutions (voir, par exemple, le 
hapitre 12 de [93℄).1.1.2 Mots sturmiens et fra
tions 
ontinuesDans 
e paragraphe, on s'intéresse à une 
lasse parti
ulière de mots, les motssturmiens, dont on rappelle la dé�nition et dont on donne quelques propriétés re-marquables. Les mots sturmiens sont très étudiés, non seulement par
e qu'ils sontsimples sans être triviaux, mais aussi par
e qu'ils possèdent de nombreuses proprié-tés permettant d'établir des liens entre des domaines a priori di�érents (on peut
iter, par exemple, les problèmes de routages dans les réseaux, voir [1, 64℄). Commeau paragraphe pré
édent, le le
teur intéressé par une présentation plus détaillée desmots sturmiens pourra se référer, par exemple, au se
ond 
hapitre de [83℄ ou ausixième 
hapitre de [93℄.La dé�nition la plus 
onnue d'un mot sturmien est sans doute la suivante : unmot sturmien est un mot in�ni sur deux lettres qui, pour tout n, admet exa
tement



1.1. COMBINATOIRE DES MOTS ET GÉOMÉTRIE DISCRÈTE 11
n+1 fa
teurs distin
ts de taille n. Cette dé�nition 
ombinatoire, donnée par Covenet Hedlund dans [34℄, est équivalente à de nombreuses autres dé�nitions, notammenten termes de mot balan
é, de dis
rétisation de droite ou de 
odage de rotation (voir,par exemple, le survol historique détaillé dans les notes du se
ond 
hapitre de [83℄).Notons que le mot in�ni donné par l'équation (1.4) semble1 sturmien puisqu'on
al
ule :

L1(u) = {1, 2},
L2(u) = {12, 21, 11},
L3(u) = {121, 212, 211, 112},
L4(u) = {1211, 2112, 1121, 1212, 2121},...On verra plus tard qu'il est e�e
tivement sturmien. Avant 
e
i, détaillons un peules dé�nitions équivalentes données en termes de 
odage de rotation ou de dis
réti-sation de droite.Soit T = R/Z le tore unidimensionnel. La rotation d'angle α ∈ R est l'appli
a-tion Rα de T dans lui-même qui à un point ρ asso
ie le point ρ+α. Considérons lapartition du tore T formée des deux intervalles [0, 1−α[ et [1−α, 1[. La traje
toire(ou orbite) d'un point ρ du tore, 
'est-à-dire la suite (Rn

α(ρ))n, est alors 
odée parle mot sα,ρ dont la nème lettre vaut 1 si Rn
α(ρ) ∈ [0, 1−α[, et 2 sinon. Un tel mot estaussi appelé mot de Christo�el ([33℄). Il n'est pas di�
ile de voir qu'il est périodiquesi et seulement si α est rationnel, tandis que le 
as irrationnel 
orrespond aux motssturmiens. Par exemple, on montre que le mot de Fibonna

i de l'équation (1.4)
ode une rotation d'angle α = 3−

√
5

2
≃ 0.382 : il est don
 sturmien. De plus, on dé-duit fa
ilement de 
ette dé�nition que tout mot sturmien s possède des fréquen
es,
'est-à-dire que, pour tout lettre i, la limite suivante existe :freqi(s) = lim

n→∞

|sn|i
n

,où sn désigne le pré�xe de taille n de s. Plus pré
isément, les fréquen
es d'apparitiondes lettres 1 et 2 sont proportionnelles à la taille des intervalles [0, 1−α[ et [1−α, 1[ :freq1(sα,ρ) = 1− α et freq2(sα,ρ) = α.Par exemple, environ 61.8% des lettres du mot de Fibona

i (Eq. (1.4)) sont des 1.On peut aussi dé�nir les mots sturmiens (ou mots de Christo�el) de façon plusgéométrique, 
omme étant des 
odages de dis
rétisations de droites. C'est surtout
ette dé�nition qui guidera notre intuition dans le reste de la thèse. Il y a plusieurs1Du moins si l'on se réfère à la partie for
ément �nie qui en est donnée



12 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUdé�nitions similaires, nous n'en détaillons i
i qu'une seule. Considérons, dans leplan eu
lidien, une droite réelle de pente α et d'inter
ept ρ (la hauteur à l'origine).Sans restri
tion de généralité, on suppose α ∈ [0, 1] (les autres 
as de �gure s'yramenant par des symétries simples). On peut alors appro
her 
ette droite par laligne brisée que forme la frontière de l'union des 
arrés unités de sommets dans Z2qui interse
tent le demi-plan situé sous 
ette droite. La �gure 1.1 illustre 
ela.

Fig. 1.1 � Dis
rétisation d'une droite de pente (
√

5 − 1)/2 et d'inter
ept 0 parla frontière de l'union des 
arrés unités interse
tant le demi-plan sous la droite(représentés en pointillés). C'est une ligne brisée formée de deux types de segments.On peut alors 
oder une telle dis
rétisation de droite par un mot, les segmentshorizontaux et verti
aux étant 
odés par deux lettres di�érentes, par exemple, res-pe
tivement 1 et 2 (on parle de 
ode de Freeman ou de 
hain 
ode). Notons uα,ρ le
odage de la droite de pente α et d'inter
ept ρ. Les formules suivantes (voir, parexemple, [85℄ ou le se
ond 
hapitre de [83℄) permettent alors de passer fa
ilementdu 
odage d'une droite à 
elui d'une rotation, et inversement :
sα,ρ = u α

1−α
,ρ(1+α) et uα,ρ = s α

1+α
, ρ

1+α
. (1.5)Par exemple, le 
odage de la droite représentée Fig. 1.1 est le mot de Fibona

i.Intéressons-nous maintenant à l'a
tion des substitutions sur 
es 
odages dedroites (ou de rotations). Plus parti
ulièrement, intéressons-nous aux substitutionsqui envoient tout mot sturmien sur un mot sturmien : les substitutions sturmiennes.Ces substitutions 
orrespondent exa
tement aux substitutions inversibles (voir [15℄).



1.1. COMBINATOIRE DES MOTS ET GÉOMÉTRIE DISCRÈTE 13On montre alors, étant donnée une telle substitution σ et un mot uα,ρ :
σ(uα,ρ) = uβ,ρ/λ où λ

(
1
β

)

= Mσ

(
1
α

)

. (1.6)En parti
ulier, on en déduit que si un mot sturmien uα,ρ est point �xe d'une sub-stitution2, alors (1, α) est un ve
teur propre de la matri
e d'in
iden
e Mσ de σ, etdon
 α est un nombre quadratique (
'est-à-dire la solution d'un polyn�me entier dedegré 2). Par exemple, on 
al
ule :
(

1 1
1 0

)(
1√
5−1
2

)

=

(

1 +
√

5−1
2

1

)

=
2√

5− 1

(
1√
5−1
2

)

,
e qui montre que (1, (
√

5−1)/2) est bien un ve
teur propre de la matri
e d'in
iden
ede la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 1 dont le mot de Fibona

i est un point �xe (voirparagraphe pré
édent). Une question naturelle est alors de savoir si la ré
iproqueest vraie, 
'est-à-dire si un mot sturmien de pente quadratique est point �xe d'unesubstitution. Une première réponse a été donnée dans [37℄, où il est montré :Théorème 1.1 ([37℄) Un mot sturmien uα,α est point �xe d'une substitution siet seulement si sa pente α est un nombre de Sturm, 
'est-à-dire un irrationnelquadratique dont le 
onjugué algébrique n'appartient pas à l'intervalle [0, 1].Rappelons qu'un nombre quadratique est une ra
ine d'un polyn�me de degré 2 à
oe�
ients entiers et que son 
onjugué algébrique est l'autre ra
ine de 
e polyn�me.Plus généralement, il a été prouvé dans [115℄ :Théorème 1.2 ([115℄) Un mot sturmien uα,ρ est substitutif (image par un mor-phisme d'un point �xe de substitution) si et seulement si sa pente α est un nombreirrationnel quadratique et son inter
ept ρ est dans l'extension de 
orps Q(α).Rappelons que l'extension de 
orps Q(α) est l'ensemble des réels de la forme
p+qα, où p et q sont des rationnels. Les preuves de 
es théorèmes sont relativementte
hniques. Montrons i
i un résultat un peu moins général dont la preuve, bien queplus simple, donne une bonne idée des te
hniques utilisées pour prouver les résultats
i-dessus. De plus, 
'est 
e résultat qui sera généralisé en dimension supérieure au
hapitre 6. Plus pré
isément, montrons la proposition suivante :Proposition 1.3 Si α est un nombre irrationnel quadratique réduit, 
'est-à-diredont le 
onjugué algébrique est stri
tement inférieur à −1, alors le mot sturmien
uα,0 est point �xe d'une substitution.2Substitution alors né
essairement sturmienne, 
ar il est montré dans [15℄ qu'envoyer un motsturmien sur un mot sturmien est équivalent à envoyer tout mot sturmien sur un mot sturmien.



14 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENURappelons d'abord brièvement la notion de fra
tion 
ontinue (pour un exposéplus détaillé, le le
teur peut se référer, par exemple, à [76℄). L'appli
ation de Gauss
T :]0, 1]→ [0, 1[ est dé�nie par :

T (x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋

.On asso
ie alors à tout réel α ∈ [0, 1] une suite d'entier (an)n≥1, dé�nie tant que
T n(α) 6= 0 par :

an =

⌊
1

T n(α)

⌋

.On voit alors fa
ilement qu'on a :
α =

1

a0 + T (α)
=

1

a0 +
1

a1 + T 2(α)

= . . .Ce
i explique le terme de développement en fra
tion 
ontinue donné à la suite (an)n.Il est 
ommode d'introduire la notation suivante :
[a1] =

1

a1

et [a1, a2 . . . , an] =
1

a1 + [a2, . . . , an]
.Par exemple, on a :

[7, 15, 1] =
1

7 +
1

15 +
1

1

= 16/113 = 0, 14159292.

On montre que si α ∈ [0, 1] est rationnel, alors il a un développement en fra
tion
ontinue �ni (an)1≤n≤N tel que α = [a1, . . . , aN ], et que si α est irrationnel, alors ila un développement en fra
tion 
ontinue in�ni (an)n≥1 tel que :
α = lim

n→∞
[a1, . . . , an].On voit don
 l'intérêt des fra
tions 
ontinues : appro
her un nombre réel par unesuite de rationnels. Par exemple, le rationnel [7, 15, 1] donné 
i-dessus est obtenu àpartir des trois premiers termes du développement en fra
tion 
ontinue de π − 3.Notons qu'on peut montrer que, pour tout n, le rationnel [a1, . . . , an] est, parmi lesrationnels de dénominateur inférieur ou égal, le plus pro
he de α. En 
e sens, onparle de meilleure approximation.



1.1. COMBINATOIRE DES MOTS ET GÉOMÉTRIE DISCRÈTE 15On peut aussi donner une formulation matri
ielle de l'a
tion de l'appli
ation deGauss. On véri�e qu'en posant a = ⌊α−1⌋, on a :
1

α

(
1
α

)

=

(
a 1
1 0

)(
1

T (α)

)

.Introduisons maintenant, pour tout entier a ≥ 1 la substitution suivante, dontla matri
e d'in
iden
e est la matri
e apparaissant dans l'équation pré
édente :
βa :

{
1 7→ 1a2,
2 7→ 1.

(1.7)On déduit alors de l'équation (1.6) que, pour a = ⌊α−1⌋, βa envoie un mot sturmiende pente T (α) sur un mot sturmien de pente α :
βa(uT (α),ρ) = uα,αρ.Il s'ensuit que si un réel α a un développement en fra
tion 
ontinue périodique de laforme [a1, . . . , ap], alors uα,0 est un point �xe de la substitution σ = βa1 ◦ . . .◦βap

. Laproposition 1.3 dé
oule alors du théorème de Galois pour les fra
tions 
ontinues :Théorème 1.4 ([63℄) Un réel de l'intervalle [0, 1] a un développement en fra
tion
ontinue périodique si et seulement si 
'est un irrationnel quadratique réduit.Exemple 1.5 Soit α =
√

3 − 1 ≃ 0.732. Le réel α est une ra
ine irrationnelle dupolyn�me (X + 1)2 − 3 de 
onjugué algébrique −√3− 1 < −1. On sait don
 que ledéveloppement en fra
tion 
ontinue de α est purement périodique. On 
al
ule :
√

3− 1 = [1, 2].Le mot sturmien uα,0 est don
 point �xe de la substitution τ dé�nie par :
τ = β1 ◦ β2 :

{
1 7→ 12121,
2 7→ 12.On a alors :

uα,0 = lim
n→∞

τn(1) = 121211212121121212112121121212112121211212121121211 . . .Comme uα,0 = s α
1+α

,0 (Eq. 1.5), 
e mot 
omporte 1− α
1+α
≃ 57.7% de lettres 1.Ces résultats montrent don
 qu'il existe un lien fort entre les mots sturmiens etles fra
tions 
ontinues. Mentionnons qu'une 
ara
térisation analogue existe pour lesmots sturmiens bi-in�nis, 
'est-à-dire les mots indexés par Z obtenus en dis
rétisantune droite irrationnelle (voir, par exemple, [12℄).
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onnaissan
e de droite dis
rèteDans 
e paragraphe, nous montrons que le lien entre mots sturmiens et fra
tions
ontinues se retrouve dans une opération fondamentale en géométrie dis
rète : lare
onnaissan
e de droite dis
rète.Parmi les di�érents façons de dé�nir une droite dis
rète, 
elle introduite par Ré-veillès dans [98℄ est une des plus générales. Plus pré
isément, la droite arithmétiquedis
rète de pente α ≥ 0, d'inter
ept ρ ∈ R et d'épaisseur ω > 0 est l'ensemble despoints (x, y) de Z2 véri�ant :
ρ ≤ αy − x < ρ+ ω.Il s'agit d'une dis
rétisation de la droite réelle d'équation αy − x = ρ. Les nombres

α, ρ et ω sont appelés paramètres de 
ette droite dis
rète. La �gure 1.2 illustre 
ela.Le problème de la re
onnaissan
e de droite est alors le suivant : étant donnéun ensemble de points de Z2, dé
ider s'il s'agit d'un sous-ensemble d'une droitearithmétique dis
rète, et si oui, quels paramètres admet 
ette droite (en général,
es paramètres ne sont pas uniques). Soulignons que la re
onnaissan
e de droite estun premier pas vers la polygonalisation d'objets dis
rets, 
'est-à-dire le 
al
ul d'unereprésentation par union de mor
eaux de droite dis
rète d'un sous-ensemble donnéde Z2. L'intérêt de 
ette représentation est qu'elle est généralement plus 
ompa
teque le sous-ensemble 
orrespondant de Z2.On peut trouver une taxonomie des divers algorithmes de re
onnaissan
e dans[79℄. I
i, nous distinguerons essentiellement deux type d'appro
hes. Le premier typed'appro
he 
onsiste, pour dé
ider si un ensemble E donné de points est un mor
eaude droite dis
rète, à 
onstruire une suite 
roissante (Ek)k de sous-ensembles de E età 
al
uler, pour 
haque k, les paramètres possibles des droites dont la dis
rétisation
ontient Ek � on parle de paramètres a

eptables. Ainsi, si on obtient un ensemblenon vide de paramètres a

eptables à la �n, 
'est-à-dire quand Ek = E, alors ona bien re
onnu E. Sinon, 
'est que, pour un k donné, l'ensemble des paramètresa

eptables asso
iés à Ek était vide. C'est alors a fortiori le 
as pour l'ensemble desparamètres a

eptables asso
iés à E, et on a don
 �re
onnu� E : il ne s'agit pas d'unmor
eau de droite dis
rète. Ce type d'appro
he est fondamentalement in
rémental :la re
onnaissan
e peut se faire en passant un à un en revue les points de E (il su�tde dé�nir Ek+1 en ajoutant un point de E\Ek à Ek). C'est, par exemple, le typed'appro
he développée dans [27, 36, 42℄.Un autre type d'appro
he est 
elui généralement désigné par le terme te
hniqueslinguistiques. Dé
rivons-en le prin
ipe général. On a vu qu'une droite dis
rète peut,sous 
ertaines 
onditions, être 
odée par un mot. C'est, par exemple, le 
as d'unedroite arithmétique dis
rète de pente α et d'épaisseur ω = 1 + α (une telle droite
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(−1,α)

ρω

Fig. 1.2 � Droite arithmétique dis
rète de pente α, d'inter
ept ρ et d'épaisseur ω(points en gras).est dite standard) : les segments unitaires reliant les points de la droite dis
rèteforment une ligne brisée qu'on peut 
oder par un mot sur deux lettres � une lettrepour les segments horizontaux et une pour les segments verti
aux. La �gure 1.3 (àgau
he) illustre 
e
i. On retrouve en fait une 
onstru
tion similaire à 
elle des motssturmiens du paragraphe pré
édent, la seule di�éren
e étant qu'on obtient i
i desmots bi-in�nis. On note en
ore uα,ρ le mot bi-in�ni 
odant la droite arithmétiquedis
rète de pente α, d'inter
ept ρ et d'épaisseur ω = 1 + α. Le point 
lé 
onsistealors à remarquer que, inversement, un mot sur deux lettres peut toujours être vu
omme le 
odage d'une ligne brisée du plan, 
'est-à-dire une sorte de dis
rétisationde 
ourbe. La �gure 1.3 (à droite) illustre 
e
i. Le problème de la re
onnaissan
e dedroite devient alors le suivant : étant donné un mot sur deux lettres, 
ode-t-il unedroite dis
rète, et si oui, laquelle ou lesquelles. Ce
i 
onduit alors à des te
hniquesré
ursives de re
onnaissan
e de motifs. Plus pré
isément, les appro
hes de 
e typefon
tionnent 
omme 
e
i : étant donné un mot, on teste ses 
on�gurations lo
alespour véri�er s'il �semble� 
oder une droite, puis, si 
'est le 
as, on re
ode 
e mot enun nouveau mot duquel on testera à nouveau les 
on�gurations lo
ales, et ainsi desuite. Le prin
ipe est de dé�nir un re
odage qui, d'une part, laisse invariant la pro-priété �
oder une droite dis
rète� et, d'autre part, permet d'a�ner le test à 
haqueétape. C'est, par exemple, le type d'appro
he développé dans [35, 44, 61, 109, 114℄.Intuitivement, une telle appro
he serait plut�t adaptée à une re
onnaissan
e ��oue�,
e qui peut être intéressant d'un point de vue appli
atif (voir, par exemple, [40, 41℄,même si la notion de ��ou� est di�érente).
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Fig. 1.3 � Codage d'une droite arithmétique dis
rète standard par un mot sur deuxlettres (à gau
he). Inversement, tout mot sur deux lettres peut être vu 
omme le
odage d'une sorte de �
ourbe dis
rète standard� (à droite).La suite de 
e paragraphe est 
onsa
rée à dé
rire plus en détail une telle ap-pro
he. Plus pré
isément, on reprend l'appro
he exposée dans [109℄, que l'on re-formule i
i ave
 la terminologie introduite dans les deux paragraphes pré
édents.Cette reformulation permet de préparer l'extension multidimensionnelle, qui est au
÷ur des 
hapitres suivants. La présentation qui suit est relativement informelle,passant sous silen
e 
ertains détails te
hniques pour essayer de mieux faire ressortirles idées dire
tri
es.Étant donné un mot u, il est di�
ile de déterminer dire
tement s'il 
ode unedroite, mais il est par 
ontre fa
ile (on verra 
omment) de déterminer, en supposantqu'il 
ode une droite de pente α, la quantité ⌊1/α⌋. Or, bien qu'in
omplète, 
etteinformation su�t à faire une étape du développement en fra
tion 
ontinue de α.On va don
 tenter de 
al
uler le développement en fra
tion 
ontinue de la �pente�de u (sa
hant que 
ette pente n'est pas né
essairement dé�nie puisque le mot une 
ode pas for
ément une droite). On montre alors que 
ette tentative é
houe(
'est-à-dire qu'on ne peut plus re
oder le mot obtenu à une 
ertaine étape) si etseulement si u ne 
ode pas une droite. L'outil fondamental pour re
oder le motsont les substitutions βa dé�nies par l'équation (1.7). Ces substitutions s'avèrentinversibles, et on 
al
ule :
β−1

a :

{
1 7→ 2,
2 7→ 2−a1.

(1.8)On déduit alors de l'équation (1.6) que, pour a = ⌊1/α⌋, on a :
β−1

a (uα,αρ) = uT (α),ρ. (1.9)Ce
i va don
 nous permettre de 
al
uler le développement en fra
tion 
ontinue dela pente (présumée) d'un mot, à 
ondition de savoir �lire� la quantité a = ⌊1/α⌋
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tement sur 
e mot. On utilise la notion de palier (voir, par exemple, [79℄). Unpalier de longueur k est une suite maximale de k lettres identiques 
onsé
utives.Par exemple, le mot bi-in�ni suivant a des paliers de 1 de longueurs 2 et 3 :
u = . . . 11211211211121121112112111211211211 . . .Notons a(u) la longueur du plus 
ourt palier de 1 d'un mot bi-in�ni u. On montre :

∀α ∈]0, 1], ∀ρ ∈ R, a(uα,ρ) = ⌊1/α⌋. (1.10)Ainsi, un mot u 
ode une droite de pente α > 0 si et seulement si β−1
a(u)(u) 
odeune droite de pente T (α). En parti
ulier, β−1

a(u)(u) n'est pas un mot (
'est-à-dire
omporte des lettres élevées à des puissan
e négatives) dans exa
tement deux 
as :si u ne 
ode pas une droite ou s'il 
ode une droite de pente nulle ou supérieure à
1. Dans tout 
e qui suit, on se pla
e dans le 
as d'un mot ne 
omportant jamaisdeux lettres 2 
onsé
utives.3 En parti
ulier, 
e
i ex
lut les 
odes de droites de pentestri
tement supérieure à 1. On déduit alors de 
e qui pré
ède l'algorithme suivant :1. u0 ← mot bi-in�ni sur deux lettres ;2. n ← 0 ;3. tant que un est un mot faire4. an ← a(un) ;5. 
al
uler un+1 = β−1

an
(un) ;6. n ← n+ 1 ;7. �n tant que ;8. si un ne 
omporte que des 19. renvoyer �u0 
ode une droite� ;10. sinon11. renvoyer �u0 ne 
ode pas une droite� ;12. �n siNotons que 
et algorithme ne donne pas, dans le 
as où il re
onnaît un mot
odant une dis
rétisation de droite, l'ensemble des paramètres a

eptables de 
ettedroite. On peut 
ependant modi�er l'algorithme pour qu'il renvoie aussi la pentede la droite re
onnue (
e qui est fait dans [109℄). Par ailleurs, a priori, le seul 
asoù l'on soit sûr que l'algorithme termine est 
elui d'un mot 
odant une droite depente rationnelle (
ar, dans 
e 
as, le développement en fra
tion 
ontinue de 
ettepente est �ni). On peut en fait montrer que l'algorithme termine, sauf pour les mots
odant les droites de pente irrationnelle.Ce qui pré
ède donne don
 un algorithme pour dé
ider si un mot bi-in�ni 
odeune droite ou non. Considérons maintenant, toujours en suivant l'appro
he déve-loppée dans [109℄, le 
as �ni, 
'est-à-dire le problème 
onsistant à dé
ider si un mot3S'il y a deux lettres 2 
onsé
utives, il su�t d'é
hanger les lettres 1 et 2, 
e qui, géométrique-ment, revient à faire une symétrie d'axe la première bisse
tri
e du plan.
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ode un mor
eau de droite ou non. Il y a alors un problème de bords (problèmesoulevé initialement dans [88℄). En e�et, 
e n'est pas par
e qu'un morphisme β−1
aenvoie un mot bi-in�ni u sur un mot que 
e même morphisme envoie un fa
teur de

u sur un mot. Par exemple, on a :
β−1

1 (. . . 1212121212 . . .) = . . . 1111111 . . . mais β−1
1 (2121212121) = 2−1111112.L'idée est, étant donné un mot �ni u, de le modi�er légèrement en un mot ũ quisoit �équivalent� à u, 
'est-à-dire tel que u 
ode un mor
eau de droite de pente α siet seulement si ũ 
ode un mor
eau de droite de pente α, mais tel que son image par

β−1
a (ave
 a bien 
hoisi) soit un mot. Détaillons 
e
i. On a d'abord besoin d'a�nerun peu la notion de palier. On appelle palier interne une suite maximale de lettresidentiques 
onsé
utives, en
adrée à gau
he et à droite par deux lettres di�érentes.Par opposition, un palier non interne est appelé externe. Par exemple, le mot suivanta des paliers internes de longueur 2 et 3, un palier externe gau
he de longueur 1 etun palier externe droit de longueur 2 :

u = 12112111211.Si un mot �ni u a des paliers internes, alors on note a(u) la longueur du plus 
ourtpalier interne. Ensuite, 
omme dans le 
as des mots bi-in�nis, on montre que si u
ode un mor
eau de droite de pente α, alors a(u) = ⌊1/α⌋. Si u a un palier delongueur stri
tement supérieure à a(u) + 1, alors il ne peut s'agir d'un 
ode dedroite (rappelons qu'un 
ode de droite 
omporte au plus deux longueurs de paliersdi�érentes), et on arrête la re
onnaissan
e. Sinon, on transforme le mot u en un mot
ũ 
omme suit. Si u n'a pas de palier externe gau
he ou si 
e palier a une longueurinférieure à a(u), alors on le prolonge en un palier de longueur a(u) en rajoutantdes 1 à gau
he. Ainsi, si u 
ode un mor
eau de droite, 
ette opération donne un mot
odant un mor
eau de la même droite puisque le mot 
odant la totalité de la droitea des paliers de longueur au moins a(u). Si le palier externe droit est de longueur
a(u) + 1, alors on rajoute un 2 à droite (le palier devient don
 interne), sinon, onsupprime 
e palier. Ainsi, si u 
ode un mor
eau de droite, 
ette opération donne unmot 
odant un mor
eau de la même droite puisque le mot 
odant la totalité de ladroite a des paliers de longueur au plus a(u)+ 1. Illustrons 
e
i par quelques 
as de�gure possibles (où, à 
haque fois, a(u) = 2) :

u = 12112111211 → ũ = 1121121112,
u = 112112111211 → ũ = 1121121112,
u = 1121121112111 → ũ = 11211211121112.Le mot ũ ainsi obtenu 
ode don
 un mor
eau de droite de pente α si et seulement sile mot u 
ode aussi un mor
eau de droite de pente α. De plus, si u n'est pas rejeté,alors ũ est de la forme :

ũ = 1a(u)+δ121a(u)+δ22 · · ·1a(u)+δk2,
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 δi ∈ {0, 1} pour i = 1, . . . , k. L'image de ũ par β−1
a(u) est don
 le mot :

β−1
a(u)(ũ) = 2δ112δ21 · · ·2δk1.On peut alors itérer sur 
e mot, 
omme dans le 
as bi-in�ni pré
édemment dé
rit,jusqu'à obtenir soit un mot qui ne 
ode pas une droite, soit un mot sans palierinterne (
e sont les deux 
as d'arrêt). De plus, soulignons qu'il n'est pas di�
ile devéri�er que la taille de β−1

a(u)(ũ) est stri
tement inférieure à 
elle de u. On est don
sûr, dans le 
as �ni, que le pro
édé s'arrête en temps �ni. Finalement, examinonsle 
as d'un mot sans palier interne. Un tel mot est de la forme u = 1p2q1r. On voitfa
ilement qu'il 
ode une droite si et seulement si q ≤ 1. Plus pré
isément, si q = 0,alors u = 1p+r 
ode une droite de pente α ∈ [0, 1
p+r

], et si q = 1, alors u = 1p21r
ode une droite de pente α ∈]0, 1
max(p,r)

]. Avant d'examiner la 
omplexité de 
etalgorithme, détaillons 
omplètement son déroulement sur deux exemples.Exemple 1.6 Considérons le mot �ni suivant :
u0 = 11211211211121121112112111211211211.Le plus 
ourt palier interne de u0 est de longueur a(u0) = 2. On 
al
ule :
ũ0 = 112112112111211211121121112112112,et on obtient un nouveau mot u1 en appliquant β−1

2 :
u1 = β−1

2 (ũ0) = 1112112112111.Le plus 
ourt palier interne de u1 est de longueur a(u1) = 2. On 
al
ule :
ũ1 = 11121121121112,et on obtient un nouveau mot u2 en appliquant β−1

2 :
u2 = β−1

2 (ũ1) = 211121.Le plus 
ourt palier interne de u2 est de longueur a(u2) = 3. On 
al
ule :
ũ2 = 11121112,et on obtient un nouveau mot u3 en appliquant β−1

3 :
u3 = β−1

3 (ũ2) = 11.Le mot u3 n'a pas de palier interne. Il 
ode un mor
eau de droite, don
 on en déduitque u0 
ode aussi un mor
eau de droite. Plus pré
isément, u3 
ode un mor
eau de
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'est-à-dire que pour tout α3 dans 
et intervalle, ilexiste un 
odage d'une droite de pente α3 dont u3 est un fa
teur. On déduit alorsde l'équation (1.9) que ũ2 = β3(u3), et don
 u2 aussi, 
odent un mor
eau de droitede pente α2 ∈ [2/7, 1/3]. En remontant ainsi de pro
he en pro
he, on en déduit�nalement que u0 
ode un mor
eau de droite dont la pente α0 est dans l'intervalle
[16/39, 7/17]. Cet intervalle, de longueur 1/663, 
orrespond à l'ensemble des réelsdont le développement en fra
tion 
ontinue est de la forme [2, 2, 3, a, . . .], ave
 a ≥ 1
ar tout mot 
odant une droite et dont u3 est fa
teur a un plus 
ourt palier de tailleau moins 1. Ainsi, 
et algorithme 
al
ule la partie 
ommune des développements enfra
tion 
ontinue des pentes des droites que le mot initial 
ode.Exemple 1.7 Considérons le mot �ni suivant :

v0 = 1121121121121121112112111211211211.Le plus 
ourt palier interne de v0 est de longueur a(v0) = 2. On 
al
ule :
ṽ0 = 11211211211211211121121112112112.et on obtient un nouveau mot v1 en appliquant β−1

2 :
v1 = β−1

2 (ṽ0) = 111112112111.Le plus 
ourt palier interne de v1 est de longueur a(v1) = 2. Or le palier externegau
he de v1 est de longueur 5, stri
tement supérieure à a(v1) + 1. On en déduitque v1, et don
 v0 non plus, ne peuvent pas 
oder une droite.Examinons maintenant la 
omplexité de 
et algorithme. Soit c(n) le nombred'opérations e�e
tuées pour re
onnaître un mot de taille n. La le
ture de a(u), le
al
ul de ũ et 
elui de β−1
a(u)(u) se font en temps linéaire. Il existe don
 une 
onstante

k0 telle que c(|u|) ≤ k0|u|+ c(|β−1
a(u)(u)|). Par ailleurs, on déduit de l'équation (1.6) :

|β−1
a(u)(ũ)| = |ũ| −

⌊ |ũ|1
|ũ|2

⌋

|ũ|2,ave
, par hypothèse, 1 ≤ |ũ|2 ≤ |ũ|1. A�n de majorer |β−1
a(u)(ũ)|, introduisons lafon
tion réelle fn dé�nie sur l'intervalle [1, n/2] par :

fn(x) = n−
⌊
n− x
x

⌋

x.Cette fon
tion est dé
roissante par mor
eaux et dis
ontinue à droite des points n/i,pour i = 2, . . . , n. Elle vaut n/i en n/i et tend vers 2n/i à droite de n/i. Sur [1, n/2],elle est don
 majorée par sa valeur à droite du point n/3, 
'est-à-dire 2n/3. On endéduit qu'on a : |β−1
a(u)(ũ)| ≤ 2/3|ũ|. De plus, on a : |ũ| ≤ |u| + a(u) + 1. Il existedon
 une 
onstante λ < 1 telle que, pour u assez grand, |β−1

a(u)(ũ)| ≤ λ|u|. D'où :
c(n) ≤ k0n + c(λn) = O(n+ λn + λ2n+ . . .) = O(n).Cet algorithme est don
 de 
omplexité linéaire, 
e qui est le mieux qu'on puisseattendre, asymptotiquement, d'un algorithme de re
onnaissan
e de droite.



1.2. EXTENSION EN DIMENSIONS SUPÉRIEURES 231.2 Extension en dimensions supérieuresL'obje
tif prin
ipal de 
ette thèse est d'étendre en dimensions supérieures lesintera
tions entre 
ombinatoire des mots, fra
tions 
ontinues et géométrie dis
rèteprésentées au paragraphe 1.1. Dans 
e paragraphe, on s'intéresse aux notions, outilset résultats déjà existant dans un 
ontexte multidimensionnel.1.2.1 PavagesLa première façon de généraliser les mots qui vienne à l'esprit est sans doute de
onsidérer des lettres non plus indexées par N (mot in�ni) ou Z (mot bi-in�ni) maispar Zd. Un mot d-dimensionnel sur un alphabet A est alors un élément de AZ
d ou,en d'autres termes, une matri
e in�nie à d entrées et à 
oe�
ients dans A. C'est,par exemple, l'appro
he suivie dans les arti
les [19, 20, 29, 30, 51, 86, 94, 99, 100℄.Une autre appro
he 
onsiste à 
onsidérer un mot 
omme un pavage de la droite,et don
 à généraliser la notion de mot par 
elle de pavage. Rappelons qu'un pavaged'un domaine D ⊂ Rd est un ensemble de 
ompa
ts (appelés tuiles), d'intérieursnon vides et deux à deux disjoints, dont la réunion est égale à D (voir, par exemple,[65℄ pour une présentation plus détaillée). Généralement, on exige de plus que l'en-semble des tuiles soit �ni à translation près (on peut rempla
er les translations partout groupe d'isométries de l'espa
e). Les mots indexés par Zd peuvent être vus
omme des pavages parti
uliers de Rd (dont les tuiles sont des hyper
ubes).Une 
lasse de pavages parti
ulièrement intéressante dans l'optique de généraliserles mots sturmiens (ou, plus généralement, les mots 
odant des droites du plan) est
elle des pavages obtenus par 
oupe et proje
tion dans Rd. Plus pré
isément, suivant[68℄, on dé�nit :Dé�nition 1.8 Un pavage par 
oupe et proje
tion 
anonique est un pavage obtenuen projetant sur un espa
e a�ne V ⊂ Rd de dimension k (appelé espa
e proje
tif),selon un espa
e a�ne W ⊂ Rd (appelé espa
e interne), l'ensemble c(V ) des fa
es

k-dimensionnelles de Zd in
luses dans le 
ylindre V + [0, 1]d. Les entiers k et d− ksont respe
tivement appelés la dimension et la 
odimension de 
e pavage.La �gure 1.4 illustre 
ette notion. Notons que l'ensemble c(V ) peut être vu
omme une sorte d'espa
e a�ne dis
ret (un espa
e a�ne �fa
ettisé�). Soulignonsqu'il s'agit d'un 
as parti
ulier de pavage par 
oupe et proje
tion. Pour une présen-tation plus 
omplète et plus générale de la méthode de 
oupe et proje
tion (ainsique des notions voisines que sont les ensembles de Delone ou de Meyer) on peut seréférer, par exemple, à [66, 80, 104℄.
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Fig. 1.4 � Trois pavages obtenus par 
oupe et proje
tion 
anonique de dimension
2 et de 
odimensions respe
tives 1, 2 et 3 (de gau
he à droite).On remarque alors qu'une droite arithmétique dis
rète standard de pente α etd'inter
ept ρ, telle que dé�nie dans le paragraphe pré
édent, n'est rien d'autre quel'ensemble des sommets de c(V ), où V est l'espa
e a�ne de dimension 1 et de
odimension 1 dé�ni par :

V = {x ∈ R2 | 〈x|(−1, α)〉 = ρ}.Ainsi, un mot 
odant une telle droite (qui est, rappelons le, un mot sturmien quand
α est irrationnel) peut être vu 
omme pavage par 
oupe et proje
tion 
anonique, dedimension 1 et de 
odimension 1. Ce
i 
onduit naturellement à généraliser la notionde mot sturmien en dé�nissant un hyperplan sturmien 
omme étant un pavage par
oupe et proje
tion 
anonique de 
odimension 1, où l'espa
e proje
tif V a un ve
teurnormal dont les 
oordonnées sont linéairement indépendantes sur Q (
omme 
'estle 
as du ve
teur (−1, α)). Cette notion d'hyperplan sturmien a été introduite parVuillon dans [111℄. Dans [20℄, une dé�nition équivalente 
omme 
odage de deuxrotations sur le tore R/Z est donnée. Cet arti
le montre aussi qu'un plan sturmienpeut être 
odé par un mot indexé par Zd sur l'alphabet {1, 2, 3}.1.2.2 SubstitutionsOn s'intéresse i
i aux extensions multidimensionnelles des notions de substitu-tion ou de morphisme sur les mots. Une des di�
ultés prin
ipales dans de tellesextensions est que, 
ontrairement au 
as des mots (indexés par N ou Z), il n'y apas d'opération de 
on
aténation naturelle pour les pavages (ou les mots indexéspar Zd). Ainsi, s'il est fa
ile de dé�nir une appli
ation envoyant une tuile sur unensemble de tuiles (
omme une substitution envoie une lettre sur un mot), il n'est
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ontre pas évident de dé�nir de manière 
ohérente la façon dont deux images detuiles doivent être pla
ées l'une par rapport à l'autre. En reprenant la terminologiede [91℄, on distingue deux grandes 
lasses de substitutions.La première 
lasse, la plus étudiée, est 
elle des substitutions géométriques. In-formellement, le prin
ipe est le suivant : une similitude (ou, plus généralement, uneappli
ation linéaire) dilate uniformément les tuiles originales, puis 
haque �grande�tuile ainsi obtenue est partitionnée par des tuiles originales. Un pavage point �xed'une telle substitution est dit auto-similaire (ou, plus généralement, auto-a�ne).La �gure 1.5 illustre 
ela. Une variante 
onsiste à permettre, une fois les tuiles origi-nales dilatées, de les rempla
er par des tuiles originales qui ne les partitionnent pasné
essairement, mais en assurant 
ependant que, globalement, l'image d'un pavagereste un pavage (
'est-à-dire que les tuiles à 
heval sur les tuiles dilatées doivent
orrespondre). Un pavage point �xe d'une telle substitution est alors dit pseudo-auto-similaire (ou pseudo-auto-a�ne si la dilatation n'est pas une similitude maisune appli
ation linéaire). La �gure 1.6 illustre 
ela. Dans tous 
es 
as, la relative rigi-dité de la substitution a permis d'obtenir de nombreux résultats (voir, par exemple,[74, 89, 96, 105, 106℄ ou les référen
es dans [91℄).
Dilate Remplace Dilate Remplace

...

Fig. 1.5 � Une substitution géométrique dilate 
haque tuile originale puis parti-tionne la tuile obtenue par des tuiles originales (i
i, quatre tuiles en L). En itérant,on obtient à la limite un point �xe de 
ette substitution, 
'est-à-dire un pavageauto-similaire (i
i, il s'agit du pavage appelé 
hair tiling ou L-tiling).La se
onde 
lasse, moins étudiée, est 
elle des substitutions 
ombinatoires, intro-duites dans [90℄. Informellement, le prin
ipe est le suivant : 
haque tuile est rem-pla
ée par un 
ertain nombre �ni de tuiles (on parle de motif ), et des règles lo
alesspé
i�ent, pour toutes paires de tuiles adja
entes, 
omment pla
er leurs images res-pe
tivement l'une par rapport à l'autre. Les positions relatives des images de deuxtuiles se 
al
ulent alors grâ
e à un 
hemin de tuiles adja
entes. Un tel 
hemin n'étantgénéralement pas unique, il faut que les règles lo
ales soient dé�nies de sorte à 
eque 
e 
al
ul ne dépende pas du 
hemin suivi : on parle de règles lo
ales 
ohérentes.Quelques exemples de règles lo
ales prouvées 
ohérentes sont donnés dans [4, 90℄.Notons que la 
on
aténation des mots est un 
as parti
ulier de règles lo
ales. C'estl'absen
e de 
on
aténation naturelle en dimensions supérieures qui 
onduit à intro-duire 
ette notion plus générale de règles lo
ales.
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Fig. 1.6 � Une variante 
onsiste à dilater les tuiles originales et à rempla
er la tuileobtenue par des tuiles originales qui n'en forment pas né
essairement une partition(à gau
he). Il faut alors s'assurer qu'en appliquant une telle substitution, soit lestuiles obtenues après rempla
ement ne s'interse
tent pas, soit elles sont 
onfondues,auquel 
as elles peuvent être assimilées (
'est i
i le 
as pour 
ertaines tuiles 
arrées,à droite). En itérant, on obtient à la limite un point �xe de 
ette substitution, 
'est-à-dire un pavage pseudo-auto-similaire (i
i, il s'agit du pavage d'Ammann-Beenker).Parallèlement aux deux 
lasses de substitutions dé
rites 
i-dessus, un type desubstitutions parti
ulier, les substitutions généralisées, ou appli
ations duales, a étéprogressivement développé et étudié dans les arti
les [6, 7, 49, 69, 70℄. Nous avonsmontré dans [57℄ que 
es substitutions formaient en fait une sous-
lasse des sub-stitutions 
ombinatoires. Informellement, 
es substitutions sont 
onstruites 
ommesuit. D'abord, à une substitution sur les mots d'un alphabet à d lettres est asso
iéeune appli
ation linéaire sur les segments unités de l'espa
e Rd. Une notion de dualitéentre segments unités et hyperfa
es de Zd permet ensuite d'obtenir une appli
ation(dite duale) sur 
es fa
es. Cette appli
ation duale permet � sous 
ertaines 
ondi-tions � d'engendrer des ensembles 
roissants de fa
es qui, à proje
tion près, peuventêtre vus 
omme des pavages, 
e qui explique le nom de substitution généralisée quilui est aussi donné. Les pavages en question sont en fait des pavages par 
oupe etproje
tion 
anonique de 
odimension un (don
, en parti
ulier, les plans sturmiens).Ces appli
ations duales ou substitutions généralisées sont 
elles retenues dans 
ettethèse pour essayer de généraliser les résultats exposés au paragraphe 1.1. Le 
hapitre2 de 
ette thèse sera 
onsa
ré à une introdu
tion plus 
omplète à 
es substitutions,qu'il serait di�
ile de faire i
i sans un formalisme plus 
onséquent.1.2.3 Fra
tions 
ontinues multidimensionnellesNous avons rappelé au paragraphe 1.1.2 la notion de développement en fra
-tion 
ontinue d'un réel. Trouver une extension multidimensionnelle de 
ette notiona été un problème très étudié en raison des nombreuses appli
ations des fra
tions
ontinues. Cependant, il semble qu'il n'existe pas de �bonne� extension, 
'est-à-direqui généraliserait tous les résultats unidimensionnels, mais seulement di�érentes



1.2. EXTENSION EN DIMENSIONS SUPÉRIEURES 27extensions, 
ha
une généralisant plus ou moins bien telle ou telle propriété des fra
-tions 
ontinues. Aussi existe-t-il une multitude d'extensions di�érentes, des voilesde Klein (voir, par exemple, [81℄) aux nombreux algorithmes matri
iels : Brun, Gü-ting, Ja
obi-Perron, Poin
aré, Selmers. . . (voir [23℄ ou [103℄ pour une présentationdétaillée de 
es algorithmes et de leurs propriétés respe
tives).Les algorithmes 
ités 
i-dessus peuvent être génériquement dé
rits 
omme suit(voir [82, 103℄). Soit X un sous-ensemble de Rd et (Xk)k∈N une partition de X. Soit
T une appli
ation de X vers X, inje
tive sur 
haque Xk. Le développement d'unve
teur x ∈ X est alors l'unique suite (ki)i≥0 de N telle que :

∀i ≥ 0, T i(x) ∈ Xki
.De plus, on suppose que, pour tout k, il existe une matri
e Ak de taille (d+1)×(d+1)telle que, pour tout x dans Xk :

(1, T (x)) ∝ Ak(1,x),où (1,u) désigne le ve
teur 
olonne obtenu en ajoutant une 
oordonnée 1 devant u(le signe ∝ signi�ant �proportionnel à�). En�n, on parle de développement �ni delongueur k si T k(x) ∈ X0.Intéressons nous maintenant aux éventuelles propriétés de 
es fra
tions 
onti-nues multidimensionnelles.Une première propriété, utile pour des questions d'approximations, est 
elle dela 
onvergen
e. Plus pré
isément, on dit qu'un algorithme est fortement 
onvergents'il véri�e, pour tout ve
teur x de X admettant le développement (ki)i≥0 :
∀u ∈ X, lim

n→∞
Ak1 . . . Akn

(1,u) = (1,x).On dit également que 
et algorithme est faiblement 
onvergent (selon la terminologiede [23℄) ou uniformément 
onvergent (selon la terminologie de [103℄) si on a :
∀u ∈ X, lim

n→∞

Ak1 . . . Akn
(1,u)

||Ak1 . . . Akn
(1,u)|| =

(1,x)

||(1,x)|| .Ainsi, la 
onvergen
e forte est une 
onvergen
e en termes de ve
teurs alors que la
onvergen
e faible (ou uniforme) est simplement une 
onvergen
e en termes de di-re
tions de ve
teurs.Une deuxième propriété 
on
erne la périodi
ité des développements. Un résultatdû à Lagrange stipule qu'un nombre réel a un développement en fra
tion 
ontinueultimement périodique (
'est-à-dire périodique à partir d'un 
ertain rang) si et seule-ment s'il est quadratique (une variante de 
e résultat est le théorème 1.4, mentionné



28 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUau paragraphe 1.1.2). Par analogie, on voudrait que, dans le 
as multidimensionnel,un ve
teur x ait un développement en fra
tion 
ontinue ultimement périodique siet seulement si ses 
oordonnées forment une base d'une extension de 
orps Q(λ),où λ est un entier algébrique de degré au plus d+ 1. Dé�nir un tel développementreste 
ependant un problème ouvert réputé di�
ile.La dernière propriété que nous exposerons i
i est 
elle de la déte
tion des dé-pendan
es rationnelles, qui est véri�ée si tout ve
teur x dont les 
oordonnées sontliées sur Q a un développement �ni. Une propriété plus faible est 
elle assurant quetout ve
teur dont les 
oordonnées sont rationnelles a un développement �ni. Inver-sement, une propriété plus forte est 
elle de rédu
tibilité, véri�ée si tout ve
teur xdont les 
oordonnées engendrent un sous-espa
e ve
toriel de dimension d′ sur Q esttel que, pour i assez grand, T i(x) a exa
tement d′ 
oordonnées qui ne sont pas dans
X0. Intuitivement, 
e
i signi�e que le développement a re
onnu le degré de libertéde x sur Q.Dans 
ette thèse, nous avons retenu l'algorithme de Brun. Cet algorithme estfaiblement (ou uniformément) 
onvergent et, au moins pour d ≤ 2, il est fortement
onvergent presque partout et il déte
te les dépendan
es rationnelles (voir, parexemple, [23℄). On montrera aussi (Chap. 3) que tout ve
teur dont les 
oordonnéessont rationnelles a un développement �ni (
e qui sans doute déjà 
onnu). Par 
ontre,la propriété énon
ée 
i-dessus 
on
ernant le lien entre périodi
ité du développementd'un ve
teur et degré d'une extension de 
orps 
ontenant ses 
oordonnées ne semblepas véri�ée. Ce 
hoix est quelque peu arbitraire dans la mesure ou l'algorithmede Brun n'est pas le seul véri�ant 
es propriétés (notamment, 
'est aussi le 
asde l'algorithme de Ja
obi-Perron, dont l'algorithme de Brun n'est qu'une légèrevariante introduite pour un 
al
ul plus fa
ile de mesure invariante), mais il nerestreint pas la généralité des résultats qu'on obtiendra (on pourrait utiliser unautre algorithme véri�ant aussi 
es propriétés).1.2.4 Re
onnaissan
e de plan dis
retNous avons vu au paragraphe 1.1.3 que le problème de la re
onnaissan
e dedroite dis
rète était important en géométrie dis
rète dans le pro
essus de ve
tori-sation de données. Naturellement, 
e problème se pose aussi en dimensions supé-rieures, notamment en 
e qui 
on
erne la re
onnaissan
e de plan dis
ret de l'espa
e.Notons tout d'abord que la notion de droite arithmétique dis
rète, due à Réveillèset rappelée au paragraphe 1.1.3, s'étend très bien en dimensions supérieures. Pluspré
isément, toujours suivant la terminologie introduite dans [98℄, un hyperplanarithmétique dis
ret de ve
teur normal α ∈ R+, d'inter
ept ρ et d'épaisseur ω estl'ensemble des ve
teurs x de Zd véri�ant :

ρ ≤ 〈x|α〉 < ρ+ ω.
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as parti
ulier où ω est la somme des 
oordonnées de α est appelé hyperplanarithmétique dis
ret standard. Notons qu'un hyperplan arithmétique dis
ret peutêtre, à proje
tion près, vu 
omme l'ensemble des sommets d'un pavage par 
oupeet proje
tion 
anonique de 
odimension 1 (voir dé�nition 1.8). Le problème de lare
onnaissan
e de plan 
onsiste alors, étant donné un sous-ensemble de Zd, à dé
iders'il est in
lus dans un hyperplan arithmétique standard, auquel 
as on veut aussi
onnaître les paramètres possibles d'un tel hyperplan (ve
teur normal, inter
ept,épaisseur).Comme dans le 
as des droites dis
rètes, il existe plusieurs types d'appro
hesà 
e problème. On peut distinguer, en suivant [24, 25℄, deux 
lasses prin
ipalesd'appro
hes : par programmation linéaire (voir, par exemple, [26, 60, 110℄) ou pargéométrie 
omputationnelle (voir, par exemple, [67, 77, 78, 107℄). Informellement, lesappro
hes par programmation linéaire fon
tionnent 
omme suit. À 
haque point del'ensemble à re
onnaître sont asso
iées des inégalités liant les paramètres des plansdis
rets 
ontenant 
e point. L'ensemble de toutes inégalités asso
iées aux points àre
onnaître forme alors un polytope 
onvexe de l'espa
e des paramètres. Re
onnaîtreun plan signi�e alors déterminer si 
e polytope est non vide (et, a

essoirement, endéterminer les points extrêmaux - dont il est l'enveloppe 
onvexe - a�n de pou-voir expli
itement donner les paramètres d'un plan dis
ret 
ontenant l'ensembledes points à re
onnaître). Quant aux appro
hes par géométrie 
omputationnelle,elles reposent généralement sur le 
al
ul de l'enveloppe 
onvexe de l'ensemble despoints à re
onnaître, qui doit être �assez plat� pour assurer que 
es points sont biendans un plan dis
ret. Un 
omparatif détaillé des 
omplexités des algorithmes exis-tant peut être trouvé dans les survols [24, 25℄. En parti
ulier, notons qu'il existedes algorithmes asymptotiquement optimaux, 
'est-à-dire de 
omplexité O(n), où
n désigne la taille de l'ensemble à re
onnaître. Cependant, soulignons qu'il existeun hiatus entre les bornes asymptotiques et la 
omplexité e�e
tive des algorithmes.Un exemple 
ara
téristique en est sans doute l'algorithme développé dans [67℄ qui,malgré une 
omplexité théorique en O(n7), semble être un des plus rapides en pra-tique.Pour 
on
lure 
e paragraphe, soulignons que les extensions multidimensionnellesdes mots (notamment sturmiens), des substitutions et des fra
tions 
ontinues, pré-sentées pré
édemment n'ont jamais été appliquées au problème de la re
onnaissan
ede plan dis
ret. C'est 
e que nous faisons dans 
ette thèse.1.3 Un petit détour par la physique théoriqueDans l'introdu
tion, il a été mentionné qu'un des 
hamps d'étude des pavagesétait la physique théorique, notamment en 
e qui 
on
erne la notion de matièreordonnée. Le but de 
e paragraphe n'est pas d'être exhaustif mais de donner ne
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e qu'une idée de la manière dont apparaissent les pavages en physique et,surtout, d'introduire la notion de �ip, qui sera utilisée dans la suite de la thèse(notamment au 
hapitre 4).Une notion importante dans 
e domaine est 
elle de �gure de di�ra
tion. Es-sayons d'en présenter intuitivement le prin
ipe (le le
teur peut aussi 
onsulter lesurvol [8℄, très 
lair). Rappelons d'abord que des ondes interfèrent lorsqu'elles sesuperposent. Plus 
on
rètement, lan
er deux 
ailloux dans l'eau donne naissan
e àdeux familles de 
er
les 
on
entriques de vaguelettes qui, là où ils se ren
ontrent,interfèrent : deux 
rêtes de vaguelettes donneront naissan
e à une plus grosse vague-lette, tandis qu'une 
rête et un 
reux se 
ompenseront. Rappelons ensuite qu'uneonde arrivant sur un obsta
le di�ra
te, 
'est-à-dire qu'elle est réémise dans toutes lesdire
tions, ave
 une intensité variable (prin
ipalement dans un 
�ne d'autant plus�n que la fréquen
e de l'onde est élevée). C'est, par exemple, 
e qui vous permet delire 
e manus
rit, 
haque lettre di�ra
tant vers votre pupille la lumière qu'elle reçoit(un exemple peut-être plus agréable étant le 
as d'ondes sonores di�ra
tant sur unmur, phénomène qui vous permet d'é
outer la musique de votre salon jusque dansvotre 
uisine). Nous pouvons maintenant expliquer 
e qu'est une �gure de di�ra
-tion : si une onde est envoyée sur une 
olle
tion d'obsta
les, 
es obsta
les vont tousréémettre 
ette onde 
omme autant de petites sour
es, et 
es ondes réémises vontalors interférer, donnant un résultat fon
tion de la répartition spatiale des obsta
les.En parti
ulier, en physique, on é
laire aux rayons X (une onde éle
tromagnétique)un matériau, 
onstitué d'atomes répartis dans l'espa
e, et on ré
upère la �gure dedi�ra
tion résultante. Il se trouve que si les atomes sont très ordonnés, par exemplerépartis sur un réseau, alors la �gure de di�ra
tion va présenter des pi
s lumineux surun fond sombre, dus à une sorte de syn
hronisation des ondes di�ra
tés par 
haqueatome (les 
rêtes de 
haque onde vont toutes se sommer dans une 
ertaine dire
tion,alors que dans une autre dire
tion, il y aura 
ompensation entre 
rêtes et 
reux).Inversement, des atomes répartis sans organisation parti
ulière vont réémettre desondes qui vont se 
ompenser et se moyenner de sorte à donner, �nalement, une �-gure de di�ra
tion uniforme, sans pi
s lumineux. En 
on
lusion, observer la �gure dedi�ra
tion d'un matériau donne don
 une idée de sa nature plus ou moins ordonnée.À la lumière 
e qui pré
ède, il semble naturel de dé�nir la matière ordonnée
omme 
elle dont la �gure de di�ra
tion est formée de pi
s. Notamment, les 
ris-taux, 
'est-à-dire les arrangements périodiques de matière, s'avèrent avoir de telles�gures de di�ra
tion, qui, de plus, sont elles aussi périodiques. On a très longtempspensé que seuls les 
ristaux possédaient 
ette propriété. Aussi, en 1984, l'annon
edans [101℄ de la dé
ouverte d'un matériau dont la �gure de di�ra
tion est for-mée de pi
s répartis apériodiquement �t sensation. Un tel matériau possédait don
une stru
ture ordonnée, au même titre que les 
ristaux, mais sans être un 
ristal !Plus pré
isément, 
es pi
s se sont avérés avoir une répartition quasi-périodique,
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Fig. 1.7 � Figure de di�ra
tion de l'alliage Al0.86Mn0.14 (tirée de [101℄). Notez lasymétrie i
osaédrique, qui ex
lut qu'il s'agisse d'un 
ristal (voir 
i-dessous).un 
on
ept étudié depuis assez longtemps en mathématiques mais qui, jusqu'alors,semblait pour le moins abstrait. D'autres expérien
es ont ensuite exhibé une largepalette de tels matériaux (voir, par exemple, [72℄). Ces matériaux ont été nommésquasi-
ristaux, et se trouvent être à l'origine d'un fort regain d'intérêt pour l'étudedes stru
tures quasi-périodiques (voir, par exemple, les ouvrages [10, 45, 72, 84, 104℄et les nombreuses référen
es qui s'y trouvent).C'est là qu'interviennent les pavages. En gros, 
haque tuile 
orrespond à une
on�guration d'atomes assez stable, et des tuiles peuvent être voisines si les in-tera
tions entre les atomes sous-ja
ents sont possibles. On peut alors étendre auxpavages la notion de �gure de di�ra
tion. En parti
ulier, les pavages par 
oupe etproje
tion, déjà dé
rits au paragraphe 1.2.1 dans le 
as 
anonique, mais qui peuventêtre étendus dans un 
adre plus général (voir, par exemple, [102℄), 
onstituent unbon modèle de quasi-
ristal. En e�et, si le plan de 
oupe est irrationnel, le pavageobtenu sera apériodique mais, sous 
ertaines 
onditions, présentera une �gure dedi�ra
tion formée de pi
s. Notons 
ependant que le pro
édé de 
onstru
tion par
oupe et proje
tion reste très théorique, et il di�
ile d'expliquer la formation dequasi-
ristaux réels ainsi. De même, la 
onstru
tion par substitutions (exposée auparagraphe 1.2.2) est plut�t théorique, les atomes ayant peu tendan
e à 
roître età se multiplier. . .Un modèle expli
atif qui semble plus réaliste est 
elui des pavages aléatoires.Informellement, un pavage aléatoire est un pavage quel
onque obtenu ave
 les mêmestuiles qu'un pavage par 
oupe et proje
tion. Plus formellement, on peut introduirela notion de pavage 
anonique :



32 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUDé�nition 1.9 Soit deux entiers d et k véri�ant d ≥ k > 0. Un pavage 
anoniquede dimension k et de 
odimension d − k, aussi appelé simplement pavage d → k,est un pavage dont les tuiles sont des translatées des tuiles dé�nies par :
Ti1,...,ik = {λ1vi1 + . . .+ λdvik | 0 ≤ λi ≤ 1},où {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , d} et v1, . . . ,vd sont des ve
teurs deux à deux linéairementindépendants d'un sous-espa
e a�ne de dimension k de Rd.

Fig. 1.8 � Trois pavages 
anoniques, respe
tivement de type 3→ 2, 4→ 2 et 5→ 2.Les pavages par 
oupe et proje
tion (Fig. 1.4) sont un 
as parti
ulier de 
es pavages
anoniques.La �gure 1.8 illustre 
ela. Soulignons qu'un pavage par 
oupe et proje
tion 
a-nonique de dimension k et de 
odimension d − k est un 
as parti
ulier de pavage
d→ k. Expliquer la formation des quasi-
ristaux (et aussi des 
ristaux) revient alorsà expliquer 
omment la matière, passant par divers états modélisés par 
es pavages
anoniques, va �nalement se �ger en une stru
ture ordonnée (ou, du moins, va os
il-ler entre des pavages dont la stru
ture moyenne est ordonnée). En parti
ulier, unenotion importante permettant de modéliser les passages d'un pavage à l'autre est
elle de �ip. Un �ip est une transformation lo
ale du pavage. Plus pré
isément, onvéri�e que si exa
tement k + 1 tuiles d'un pavage de dimension k se partagent unsommet, alors il y a une et une seule façon de réorganiser di�éremment 
es tuilesdans le pavage ; faire un �ip 
onsiste à e�e
tuer 
ette réorganisation (voir Fig. 1.9).La notion de �ip a été introduite en mé
anique statistique pour modéliser lesdimères polarisés (voir, par exemple, le survol [75℄). En parti
ulier, 
ertains 
aspeuvent être vus 
omme des pavages 
anoniques 3 → 2 restreints à des domaines�nis. Le point de vue adopté est alors plut�t 
ombinatoire, et une question de base
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ette appro
he est 
elle de la �ip-a

essibilité : peut-on passer d'un pavage àun autre par une suite de �ips ? Toujours dans le 
as des pavages 
anoniques res-treints à des domaines �nis4, il a été montré que la réponse était toujours positivedans le 
as n→ n− 1 (voir [59, 75, 92, 108℄), dans le 
as n→ n− 2 (voir [31℄) ainsique dans le 
as n→ 2 (voir [73℄). Dans le 
as n→ 3, la réponse est souvent positivemais pas toujours (voir [43℄). Les 
as de dimensions ou 
odimensions supérieuresont été peu explorés, la �ip-a

essibilité étant probablement d'autant plus rare que
es dernières sont élevées. Notons au passage que la notion de �ip existe égalementpour d'autres types de pavages, par exemple par dominos, ou même pour les graphes(voir, par exemple, [52, 92, 108℄). En 
e qui 
on
erne l'interprétation physique des�ips, nous renvoyons le le
teur au livre [72℄, en nous 
ontentons de mentionner que,sans fournir à lui seul un modèle expli
atif su�sant, le �ip semble néanmoins êtreassez largement re
onnu 
omme un bon modèle de mé
anisme élémentaire. Dans le
adre de 
ette thèse, nous verrons aux 
hapitres 4 et 5 que la notion de �ip est trèspratique pour étudier l'a
tion de substitutions (les appli
ations duales introduitesau 
hapitre 2 et brièvement mentionnés au paragraphe 1.2.2) sur les surfa
es en es-
alier, qui sont en quelque sorte des relevés de pavages 
anoniques de 
odimension
1 (voir Fig. 1.8, à gau
he).

Fig. 1.9 � Dans le 
as planaire, trois tuiles en forme de parallélogramme peuventpaver de deux façons di�érentes un hexagone ; un �ip est alors l'opération 
onsistantà rempla
er une 
on�guration par l'autre (le reste du pavage restant in
hangé).Pour 
on
lure 
e paragraphe revenons brièvement aux pavages aléatoires. Unprin
ipe physique fondamental est qu'un matériau stable (
e qui est, for
ément,le 
as de 
eux qu'on peut observer, 
ristaux et quasi-
ristaux 
ompris) doit avoirune énergie libre minimale. En d'autres termes, une légère variation (par exemple,quelques �ips) doit augmenter 
ette énergie libre. Rappelons que l'énergie libres'é
rit F = U − TS, où U est l'énergie interne, T la température et S l'entropie.Le terme d'énergie interne, qui 
orrespond aux intera
tions lo
ales entres atomes(don
, d'un point de vue pavage, à des 
ontraintes de voisinages entre tuiles), est gé-néralement mal 
onnu. Cependant, il devient négligeable devant le se
ond terme aux4On 
onsidère alors la �ip-a

essibilité entre des pavages du même domaine.



34 CHAPITRE 1. CONTEXTE ET CONTENUhautes températures. On peut don
 supposer que 
e terme joue un r�le 
lé dans laformation des quasi-
ristaux, d'une part, par
e que 
eux-
i sont expérimentalementobtenus en refroidissement brutalement un matériau à haute température (don
on peut imaginer que la matière à haute température, et sa stru
ture éventuelle,est ��gée� par 
e rapide refroidissement) et, d'autre part, par
e que l'entropie desquasi-
ristaux est plus grande (de multiples réarrangements lo
aux sont possibles).Le le
teur intéressé par une dis
ussion plus détaillée sur le sujet peut se référer, parexemple, aux arti
les [9, 11℄, ou en
ore au livre [72℄, déjà 
ité.1.4 Résultats prin
ipauxRevenons maintenant plus en détail sur les résultats prin
ipaux de 
ette thèse,brièvement exposés dans l'introdu
tion.Une première série de résultats 
on
erne l'a
tion des substitutions généraliséesou appli
ations duales (brièvement introduites au paragraphe 1.2.2 et présentéesplus en détail au 
hapitre 2) sur les plans et les surfa
es en es
alier, qui, à pro-je
tion près, 
orrespondent respe
tivement à des pavages par 
oupe et proje
tion
anonique et à des pavages 
anoniques, tous les deux de 
odimension 1. On peutaussi voir plans et surfa
es en es
alier 
omme des dis
rétisations respe
tivement deplans réels et, plus généralement, de surfa
es.Plus pré
isément, on donne au 
hapitre 3 une 
ondition né
essaire et su�santesimple pour que l'appli
ation duale d'un morphisme de groupe libre envoie un planen es
alier sur un plan en es
alier (Th. 3.4). De plus, le plan en es
alier imageest 
ara
térisé. Notons également que, dans le 
as où le morphisme est une sub-stitution (morphisme positif), la 
ondition né
essaire et su�sante pré
édente esttoujours satisfaite : un plan en es
alier est toujours envoyé sur un plan en es
alier.Ce résultat est en fait une extension de 
elui résumé par l'équation (1.6) dans le
as des mots sturmiens. Nous l'avons publié d'abord dans les a
tes [53℄ dans le
as de substitutions parti
ulières, puis dans l'arti
le [56℄ dans le 
as de toutes lessubstitutions, et en�n dans l'arti
le [16℄ dans le 
as des morphismes de groupe libre.On montre ensuite, au 
hapitre 5, un résultat analogue pour les surfa
es enes
alier, à savoir une 
ondition simple pour qu'une surfa
e soit envoyée par une ap-pli
ation duale de morphisme sur une surfa
e, 
ondition qu'on montre être toujoursvéri�ée dans le 
as d'une appli
ation duale de substitution (Th. 5.3). Soulignonsque 
e résultat a été obtenu grâ
e à la notion de �ip (rappelée au paragraphe 1.3) :l'a
tion des appli
ation duales sur 
es �ips permettait de ramener le 
as des surfa
esau 
as des plans (traité au 
hapitre 3). Plus pré
isément, le lien entre �ips, surfa
esen es
alier et plans en es
alier est étudié au 
hapitre 4, où l'on montre notammentque tout surfa
e peut s'obtenir en faisant une suite (éventuellement in�nie) de �ips
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alier (Th. 4.16). En fait, il s'est avéré que la notion de �ip, venuede la physique, pouvait être avantageusement rempla
ée par 
elle de pseudo-�ip. Engros, les pseudo-�ips permettent de s'a�ran
hir de 
ontrainte �réaliste� sur les �ips(
ontraintes né
essaire pour modéliser la matière, mais pas pour étudier l'a
tiond'appli
ations duales de substitutions ou de morphismes). Nous avons introduit lelien entre �ips et appli
ations duales dans [55℄, puis dans l'arti
le [3℄, où l'on prouveque l'image d'une surfa
e en es
alier par l'appli
ation duale d'une substitution estune surfa
e en es
alier. Nous avons ensuite étendu 
e résultat dans l'arti
le [16℄au 
as des appli
ations duales de morphisme. Cet arti
le a également introduit lanotion de pseudo-�ip, très utile pour simpli�er les preuves de [3℄.Une se
onde série de résultats 
onsiste à développer des liens entre les fra
tions
ontinues multidimensionnelles, les appli
ations duales de morphismes et les plansou surfa
es en es
alier. On montre d'abord 
omment 
al
uler le développement deBrun � un développement en fra
tion 
ontinue multidimensionnel mentionné auparagraphe 1.2.3 et exposé plus en détail au 
hapitre 3 � du ve
teur normal d'unplan en es
alier. Les deux outils utilisés à 
ette �n sont, d'une part, les appli
ationsduales et, d'autre part, une généralisation des paliers, tels que dé
rits au para-graphe 1.1.3 dans le 
as des droites dis
rètes. Ces paliers permettent de lire uneinformation partielle sur le ve
teur normal d'un plan en es
alier, information quis'avère 
ependant su�sante à faire une étape du 
al
ul du développement de Brunde 
e ve
teur normal (Chap. 3). L'intérêt de 
al
uler le développement de Brundu ve
teur normal d'un plan en es
alier dire
tement sur 
e plan, 
'est-à-dire sanssupposer 
onnu le ve
teur normal mais simplement en �lisant� l'information donton a besoin sur le plan, est qu'on peut alors étendre 
e
i au 
as des surfa
es enes
alier. En e�et, la notion de palier s'étend sans problème aux surfa
es en es
a-lier, et on a vu 
i-dessus que les appli
ations duales agissaient aussi sur les surfa
esen es
alier. Ce
i permet alors de dé�nir le développement de Brun d'une surfa
een es
alier : 
'est le développement qu'on obtient en pro
édant exa
tement 
ommesur un plan en es
alier, bien qu'une surfa
e en es
alier n'ait pas de ve
teur normal(en général). Les surfa
es en es
alier ayant le même développement de Brun qu'unplan en es
alier donné sont aussi 
ara
térisées (Th. 5.20). Le 
hapitre 5 expose 
esrésultats, que nous avons auparavant présentés dans [17℄ ainsi que dans l'arti
le [16℄.En�n, au 
hapitre 6, nous adoptons un point de vue plus appli
atif et montrons
omment appliquer les résultats pré
édents aux problèmes de la génération et de lare
onnaissan
e de plan. Une première appro
he pour engendrer un plan est d'itérerune appli
ation duale sur un mor
eau �ni. Sous 
ertaines 
onditions, on peut ainsiobtenir des mor
eaux arbitrairement grands du plan à engendrer (Th. 6.9). Cetteappro
he a été présentée dans [53℄ et dans l'arti
le [56℄. Une autre appro
he 
onsisteà engendrer un plan par des itérations d'une appli
ation duale ad ho
 sur une sur-fa
e en es
alier quel
onque (Th. 6.10). En�n, une dernière appro
he 
on
erne le
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as des plans rationnels, 
'est-à-dire dont les 
oordonnées du ve
teur normal sontrationnelles. On montre alors 
omment utiliser les appli
ations duales pour engen-drer des domaines fondamentaux de tels plans, 
'est-à-dire des mor
eaux �nis, detaille minimale, qui permettent d'engendrer tout le plan par périodi
ité (Th. 6.14).Les domaines fondamentaux obtenus ne sont généralement pas re
tangulaire, maisressemblent plut�t à des �ébau
hes de fra
tals�. En 
e qui 
on
erne la re
onnais-san
e de plan, 
e 
hapitre propose une extension de l'algorithme de re
onnaissan
ede droite dis
rète dé
rit au paragraphe 1.1.3. Informellement, généralisant les dé-veloppements de Brun de plans ou surfa
es en es
alier des 
hapitres pré
édents, onmontre 
omment 
al
uler une sorte de développement de Brun d'ensembles dis
rets�nis (les fon
tions binaires), la nature plane ou non de l'ensemble dis
ret initialpouvant être déduite de 
e développement (Th. 6.25). Nous avons soumis une ver-sion 
ourte de 
e 
hapitre ([58℄).



Chapitre 2Appli
ations dualesOn introduit i
i l'outil fondamental de 
ette thèse, à savoir les appli
ationsduales, aussi appelées substitutions généralisées. Le paragraphe 2.1 présente la ma-nière dont ont été initialement 
onstruites les appli
ations duales : 
'est en quelquesorte la genèse de 
et outil. Le paragraphe 2.2 présente ensuite une dé�nition légè-rement plus générale des appli
ations duales, qui sera 
elle utilisée dans la suite de
ette thèse.Soulignons qu'il y a une 
ertaine redondan
e entre les deux paragraphes. En e�et,le se
ond paragraphe a été é
rit de façon à 
e qu'il puisse être lu indépendammentdu premier, dont la le
ture n'est pas stri
tement né
essaire à la 
ompréhension de lasuite de 
ette thèse (bien qu'elle apporte un é
lairage sans doute utile - notammentsur l'origine de la dénomination �appli
ation duale�).2.1 Constru
tion d'une appli
ation dualeLa présentation donnée i
i reprend, dans les grandes lignes, 
elle exposée dans [6℄ou [7℄ pour le 
as des substitutions et étendue dans [49℄ au 
as des endomorphismesde groupe libre. On montre d'abord 
omment interpréter géométriquement un en-domorphisme du groupe libre Fd 
omme une appli
ation linéaire sur les arêtes deshyper
ubes unités de Rd (�2.1.1), puis on raisonne par dualité pour asso
ier à 
etteappli
ation linéaire une appli
ation sur les hyperfa
es de 
es mêmes hyper
ubes(�2.1.2). Dans tout 
e qui suit, (e1, . . . , ed) désigne la base 
anonique de Rd.2.1.1 Relèvement d'un morphismeMontrons 
omment asso
ier à un endomorphisme σ du groupe libre Fd une ap-pli
ation linéaire E1(σ) agissant sur les arêtes des hyper
ubes unités de Rd. Consi-dérons d'abord le 
as des substitutions sur les mots de l'alphabet {1, . . . , d} avant37
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as des morphismes du groupe libre. On pro
ède en deux étapes.La première étape 
onsiste à asso
ier une ligne brisée de l'espa
e Rd à 
haquemot sur l'alphabet {1, . . . , d}. Intuitivement, à un mot w = w1 · · ·wk sera asso
iéeune ligne brisée 
onstituée de k segments unité, 
haque segment 
orrespondant àune lettre du mot et la dire
tion du segment étant fon
tion de la lettre elle-même.On note (x, i) le segment d'extrémités x et x + ei. Soit alors G′ le Z-modulelibre (abstrait) engendré par les segments, 
'est-à-dire les 
ombinaisons linéaires à
oe�
ients dans Z de segments. Un élément de G′ qui s'é
rit 
omme une somme ave
seulement des 
oe�
ients 0 ou 1 s'interprète alors géométriquement 
omme l'uniondes segments dont le 
oe�
ient vaut 1. C'est en parti
ulier le 
as du relèvementd'un mot w = w1 · · ·wk, qui est l'élément de G′ noté γ(w) et dé�ni par :
γ(w1 · · ·wk) =

k∑

i=1

(f (w1 · · ·wi−1), wi). (2.1)Exemple 2.1 Considérons le mot w = 1213. On 
al
ule :
γ(w) = (f(ε), 1) + (f (1), 2) + (f (12), 1) + (f(121), 3)

= (0, 1) + (e1, 2) + (e1 + e2, 1) + (2e1 + e2, 3)La �gure 2.1 représente l'interprétation géométrique de 
e relèvement.
e

3

e
1

e
2

x

Fig. 2.1 � L'interprétation géométrique du relèvement d'un mot (i
i 1213) est uneligne brisée de l'espa
e (traits gras).La se
onde étape 
onsiste à asso
ier à une substitution σ une appli
ation linéairesur G′, notée E1(σ), qui agisse sur le relèvement d'un mot w 
omme σ agit sur lemot w lui-même, 
'est-à-dire telle qu'on ait :
E1(σ) ◦ γ = γ ◦ σ.
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al
ule alors, pour tout segment (x, i) :
E1(σ)(x, i) =

∑

j|σ(i)=p·j·s
(Mσx + f (p), j). (2.2)On étend alors E1(σ) à tout G′ par linéarité. Soulignons que E1(σ) est 
ara
tériséepar la matri
e Mσ et par son a
tion sur les segments (0, 1), . . . , (0, d), puisquel'image d'un segment (x, i) s'obtient en translatant 
elle du segment (0, i) parMσx.Exemple 2.2 Soit σ la substitution (dite de Rauzy) dé�nie sur F3 par :

σ :







1 7→ 12,
2 7→ 13,
3 7→ 1.On 
al
ule, par exemple :

σ(12) = σ(1)σ(2) = 1213.La matri
e d'in
iden
e de 
ette substitution est :
Mσ =





1 1 1
1 0 0
0 1 0



 ,et l'appli
ation linéaire E1(σ) asso
iée à σ véri�e :
E1(σ) :







(0, 1) 7→ (0, 1) + (e1, 2),
(0, 2) 7→ (0, 1) + (e1, 3),
(0, 3) 7→ (0, 1).On en déduit son a
tion sur tout élément de G′. La �gure 2.2 illustre l'interprétationgéométrique de l'a
tion de E1(σ) sur un relèvement de mot.La �n de 
e paragraphe étend simplement au 
as des morphismes 
e qui a étéfait 
i-dessus pour les substitutions. Le prin
ipe est le même, seules les formules derelèvement sont modi�ées.Le relèvement d'un élément w de Fd est dé�ni de sorte à être 
ompatible ave
le relèvement d'un mot et à véri�er γ(w·w−1) = 0. Si w s'é
rit w = wε1

1 · · ·wεk

k ave

wi ∈ {1, . . . , d} et εi = ±1, on 
al
ule :

γ(w) =
∑

i|εi=+1

(f(wε1
1 · · ·w

εi−1

i−1 ), wi)−
∑

i|εi=−1

(f (wε1
1 · · ·w

εi−1

i−1 )− ei, wi). (2.3)
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Fig. 2.2 � A
tion de l'appli
ation linéaire de l'exemple 2.2. On a : E1(σ)◦γ(1213) =
γ ◦ σ(1213) = γ(1213121).Le relèvement E1(σ) d'un morphisme σ est alors l'appli
ation linéaire sur G′véri�ant la relation (2.2). On 
al
ule, pour un segment (x, i) :

E1(σ)(x, i) =
∑

j|σ(i)=p·j·s
(Mσx + f (p), j)−

∑

j|σ(i)=p·j-1·s(Mσx + f (p)− ej, j). (2.4)On étend ensuite E1(σ) à tout G′ par linéarité. I
i en
ore, soulignons que la matri
e
Mσ et l'image par E1(σ) des segments (0, 1), . . . , (0, d) su�sent à 
ara
tériser E1(σ)puisque l'image d'un segment (x, i) s'obtient en translatant 
elle du segment (0, i)par Mσx.2.1.2 Dual d'un relèvementRaisonnons maintenant par dualité pour asso
ier à l'appli
ation linéaire E1(σ)une appli
ation duale E∗

1(σ) agissant sur les hyperfa
es des hyper
ubes unités de Rd.Pour (x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d}, la fa
e (x, i∗) est la forme linéaire sur G′ qui vautun sur le segment (x, i) et zéro partout ailleurs. La fa
e (x, i∗) est don
 duale dusegment (x, i), et on note F′ le Z-module libre engendré par les fa
es, 
'est-à-direles 
ombinaisons linéaires à 
oe�
ients dans Z de fa
es. Les deux ensembles G′ et
F′ sont don
 duaux.L'appli
ation duale E∗

1(σ) de E1(σ) est alors l'endomorphisme de F′ véri�ant,pour tout segment (y, j) ∈ G′ et toute fa
e (x, i∗) ∈ F′ :
〈E1(σ)(y, j), (x, i∗)〉 = 〈(y, j), E∗

1(σ)(x, i∗)〉,



2.2. DÉFINITION GÉNÉRALE ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 41où 〈, 〉 désigne le 
ro
het de dualité. Si Mσ appartient à GL(d,Z), 
'est-à-dire si σest un morphisme unimodulaire, alors on obtient l'expression suivante (voir [6℄ ou[49℄) :
E∗

1(σ)(x, i∗) =
∑

j|σ(j)=p·i·s
(M -1

σ (x− f(p)), j∗)−
∑

j|σ(j)=p·i-1·s(M -1
σ (x− f (p) + ej), j

∗). (2.5)Soulignons que la matri
eMσ et l'image par E∗
1(σ) des fa
es (0, 1∗), . . . , (0, d∗) suf-�sent à 
ara
tériser E∗

1(σ) puisque l'image d'une fa
e (x, i∗) s'obtient en translatant
elle de la fa
e (0, i∗) par M−1
σ x.Exemple 2.3 On véri�e que la substitution σ introduite dans l'exemple 2.2 estunimodulaire (le déterminant de Mσ vaut +1), et on 
al
ule :

M−1
σ =





0 1 0
0 0 1
1 −1 −1



 , E∗
1(σ) :







(0, 1∗) 7→ (0, 1∗) + (0, 2∗) + (0, 3∗),
(0, 2∗) 7→ (−e3, 1

∗),
(0, 3∗) 7→ (−e3, 2

∗).La �gure 2.4 illustre l'a
tion de E∗
1(σ) dans quelques 
as simples.Proposons maintenant une interprétation géométrique de 
e qui pré
ède. Rappe-lons que (e1, . . . , ed) désigne la base 
anonique de Rd. Pour x ∈ Zd et i ∈ {1, . . . , d},on interprète la fa
e (x, i∗) 
omme le sous-ensemble de Rd dé�ni par :

{x + ei +
∑

j 6=i

λjej , λj ∈ [0, 1]}.Il s'agit d'une hyperfa
e du 
ube unité de Rd de plus petit sommet x (voir Fig. 2.3).Une simple somme de fa
es distin
tes s'interprète alors géométriquement 
ommel'union des interprétations géométriques de 
es fa
es. La �gure 2.4 illustre 
ela.
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Fig. 2.3 � Interprétation géométrique des fa
es (x, 1∗), (x, 2∗) et (x, 3∗).2.2 Dé�nition générale et propriétés élémentairesOn dé�nit i
i les appli
ations duales dans un 
adre légèrement plus général qu'auparagraphe pré
édent. Plus pré
isément, au lieu de se restreindre aux sommes pon-dérées �nies de fa
es (Z-module libre F′), on se pla
e i
i dans le 
adre des sommes
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Fig. 2.4 � A
tion de l'appli
ation duale asso
iée à la substitution unimodulaire
σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 sur les fa
es de type 1, 2 et 3 (à gau
he) et sur unefon
tion de F′ qui a la propriété remarquable que tant elle que son image s'expriment
omme de simples sommes de fa
es distin
tes (à droite).pondérées in�nies de fa
es (Z-module F dé�ni 
i-dessous). Formellement, il est 
om-mode de dé�nir 
es sommes 
omme des fon
tions a�n d'éviter toute ambiguïté surla 
onvergen
e de sommes in�nies. Ce
i 
onduit aux deux dé�nitions suivantes (quirempla
ent don
 les dé�nitions similaires données au paragraphe pré
édent) :Dé�nition 2.4 Le Z-module des fon
tions de Zd × {1, . . . , d} dans Z est noté F.Le support d'une fon
tion de F est le sous-ensemble de Zd × {1, . . . , d} où 
ettefon
tion est non nulle. On note |F| le 
ardinal du support de F.Dé�nition 2.5 Soit (x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d}. La fa
e de type i lo
alisée en x, notée
(x, i∗), est la fon
tion de F valant un en (x, i) et zéro partout ailleurs. Géométri-quement, la fa
e (x, i∗) est interprétée 
omme le 
ompa
t de Rd dé�ni par :

{x + ei +
∑

j 6=i

λjej | 0 ≤ λj ≤ 1}.Une fon
tion F de F peut don
 aussi être vue 
omme une somme pondérée (dans
Z) de fa
es, puisqu'on a :

F =
∑

(x,i)∈Zd×{1,...,d}

F(x, i)(x, i∗).L'interprétation géométrique d'une fa
e (x, i∗) est une hyperfa
e du 
ube unitéde plus petit sommet x (voir Fig. 2.3, plus haut). Une somme de fa
es dont les
oe�
ients sont dans {0, 1} s'interprète alors géométriquement 
omme l'union desinterprétations géométriques des fa
es à 
oe�
ient 1. Plus généralement, on intro-duit la 
lasse des fon
tions dites binaires, qui sont 
elles ayant une interprétationgéométrique naturelle :



2.2. DÉFINITION GÉNÉRALE ET PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 43Dé�nition 2.6 Une fon
tion de F est dite binaire si elle est à valeurs dans {0, 1}.On note B l'ensemble des fon
tions binaires. L'interprétation géométrique d'unefon
tion binaire B est alors l'union des interprétations géométriques des fa
es (x, i∗)telles que B(x, i) = 1. On appelle également mor
eau d'une fon
tion binaire B toutefon
tion binaire inférieure à B, 
'est-à-dire dont l'interprétation géométrique estin
luse dans 
elle de B.Par exemple, les fon
tions représentées �gure 2.4 sont toutes binaires.Introduisons maintenant la notion d'appli
ation duale (rappelons que les notionsde matri
e d'in
iden
e et d'appli
ation de Parikh ont été dé�nies au 
hapitre 1) :Dé�nition 2.7 Soit σ un morphisme unimodulaire, 
'est-à-dire dont la matri
ed'in
iden
e Mσ a un déterminant égal à ±1. L'appli
ation duale asso
iée à σ, notée
E∗

1(σ), est l'endomorphisme de F dé�ni pour tout F ∈ F par :
E∗

1(σ)(F) : (x, i) 7→
∑

j|σ(i)=p·j·s
F(Mσx + f (p), j)−

∑

j|σ(i)=p·j-1·sF(Mσx + f (p)− ej , j),où f désigne l'appli
ation de Parikh.La valeur de E∗
1(σ)(F) en un point (x, i) est la somme (pondérée) des valeursde F en un nombre �ni de points. En parti
ulier, 
ette valeur est don
 �nie, 
e quiassure que E∗

1(σ)(F) appartient à F et que la dé�nition est bien 
ohérente.Un 
al
ul simple donne alors l'image d'une fa
e (x, i∗) par l'appli
ation duale E∗
1(σ) :

E∗
1(σ)(x, i∗) =

∑

j|σ(j)=p·i·s
(M -1

σ (x− f(p)), j∗)−
∑

j|σ(j)=p·i-1·s(M -1
σ (x− f (p) + ej), j

∗). (2.6)On retrouve don
 la formule (2.5) du paragraphe pré
édent, 
e qui montre bien quela dé�nition 2.7 ne fait qu'étendre à F la notion d'appli
ation duale pré
édemmentobtenue sur F′ (les fon
tions de F à support �ni). Par ailleurs, 
ette formule permet,par linéarité, de 
al
uler fa
ilement l'image de toute fon
tion de F à support �ni.Plus généralement, on montre :Proposition 2.8 L'appli
ation duale d'un morphisme unimodulaire σ est entière-ment 
ara
térisée par la matri
e M−1
σ et son a
tion sur les fa
es (0, 1∗), . . . , (0, d∗).Preuve. Soit E∗

1(σ) l'appli
ation duale d'un morphisme unimodulaire σ. Soit F ∈ F.Si F est une fa
e, le résultat dé
oule de la formule 
i-dessus. Par linéarité, 
'est en-
ore vrai si F est une 
ombinaison linéaire de fa
es. Si maintenant F est quel
onque,
omme la valeur de E∗
1(σ)(F) en un point (x, i) dépend de la valeur de F en unnombre �ni de points, il su�t de prendre une 
ombinaison linéaire de fa
es qui soitégale à F en tous 
es points pour en déduire le résultat. ⊓⊔On véri�e fa
ilement que la dé�nition suivante introduit bien une distan
e sur F :



44 CHAPITRE 2. APPLICATIONS DUALESDé�nition 2.9 On note dF la distan
e sur F dé�nie par :
dF(F ,F ′) = 2− sup{n∈N | ∀(x,i)∈Zd×{1,...,d}, ||x||≤n ⇒ F(x,i)=F ′(x,i)}.Remarque 2.10 Deux fon
tions binaires sont d'autant plus pro
hes que la boule de
entre zéro sur laquelle 
orrespondent leurs interprétations géométriques est grande.On montre alors que les appli
ations duales sont 
ontinues :Proposition 2.11 L'appli
ation duale d'un morphisme unimodulaire est 
ontinuesur F pour la topologie dé�nie par dF.Preuve. Soit E∗

1(σ) l'appli
ation duale d'un morphisme unimodulaire σ. Notonsque pour tout F ∈ F, la valeur de E∗
1(σ)(F) en un point (x, i) ne dépend que desvaleurs de F sur des points (Mσx+f (p), j) où p est un pré�xe de σ(i). Introduisantune 
onstante K > 0 telle que :

||Mσx + f(p)|| ≤ |||Mσ||| × ||x||+K,où |||Mσ||| désigne la norme d'opérateur de Mσ. On déduit de la majoration pré
é-dente, pour tout A ∈ N :
dF(F ,F ′) ≤ 2−(|||Mσ|||A+K) ⇒ dF(E

∗
1(σ)(F), E∗

1(σ)(F ′)) ≤ 2−A,
e qui assure la 
ontinuité de E∗
1(σ). ⊓⊔La proposition suivante est à mettre en rapport ave
 la formule (1.2) :Proposition 2.12 Si F est une fon
tion de F à support �ni, on note f(F) leve
teur de Zd dont la i-ème 
oordonnée, notée |F|i, est dé�nie par :

|F|i = Card({x ∈ Zd | F(x, i) > 0})− Card({x ∈ Zd | F(x, i) < 0}).On a alors, pour tout morphisme unimodulaire σ :
f(E∗

1(σ)(F)) = tMσf(F).Preuve. On véri�e que la formule est exa
te quand F est une fa
e (x, i∗). Par linéa-rité, la formule est alors exa
te pour toute 
ombinaison linéaire de fa
es, 
'est-à-direpour toute fon
tion F à support �ni. ⊓⊔Ainsi, le support d'une fon
tion positive F est de taille ∑i |F|i = ||f(F)||1.Terminons 
e 
hapitre par une dernière propriété élémentaire :Proposition 2.13 Si σ et τ sont deux morphismes unimodulaires, alors on a :
E∗

1(σ ◦ τ) = E∗
1(τ) ◦ E∗

1(σ).Preuve. Pour les fon
tions à support �ni, le résultat dé
oule, par dualité, de lapropriété suivante des relèvements de morphisme introduits au paragraphe 2.1 :
E1(σ ◦ τ) = E1(σ) ◦ E1(τ).Le résultat s'étend ensuite à tout F par 
ontinuité. ⊓⊔



Chapitre 3Développement de plan en es
alierLe premier paragraphe de 
e 
hapitre dé�nit formellement les plans en es
a-lier, montre 
omment ils sont liés aux plans arithmétiques dis
rets introduits dans[98℄, et étudie l'a
tion des appli
ations duales de morphismes et de substitutionssur 
es plans. Ces résultats ont été publiés dans [56℄ (
as des substitutions) et [16℄(
as des morphismes). Ensuite, le paragraphe 3.2 rappelle la notion de développe-ment de Brun d'un ve
teur réel � une des possibles extensions multidimensionnellesdes développements en fra
tion 
ontinue. Le lien ave
 les appli
ations duales est�nalement fait au paragraphe 3.3, où l'on montre notamment 
omment 
al
ulerle développement de Brun du ve
teur normal d'un plan en es
alier dire
tement àpartir de 
e plan, sans supposer 
onnu 
e ve
teur normal, 
e
i grâ
e à la notion depalier qui permet de lire une 
ertaine information sur un plan en es
alier. On parlesimplement de développement de Brun d'un plan en es
alier. Ce
i 
orrespond à untravail exposé dans [16℄.3.1 Plan en es
alier3.1.1 Dé�nitionDé�nition 3.1 Le plan en es
alier de ve
teur normal α ∈ Rd
+\{0} et d' inter
ept

ρ ∈ R est la fon
tion binaire notée Pα,ρ dé�nie par :
Pα,ρ(x, i) = 1 ⇔ 〈x|α〉 < ρ ≤ 〈x + ei|α〉,où 〈.|.〉 désigne le produit s
alaire 
anonique sur Rd. L'ensemble des plans en es
alierest noté P. On a don
 la 
haîne d'in
lusions (stri
tes) suivante : P ⊂ B ⊂ F.La �gure 3.1 illustre 
ette notion dans le 
as d = 3.La proposition suivante expli
ite le lien entre plans en es
alier et géométrie dis
rète :45
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Fig. 3.1 � Interprétation géométrique du plan en es
alier P(24,9,10),0.Proposition 3.2 Soit α = (α1, . . . , αd} ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Le sous-ensemble

V (Pα,ρ) de Zd 
onstitué des sommets des fa
es du plan en es
alier Pα,ρ véri�e :
y ∈ V (Pα,ρ) ⇔ ρ ≤ 〈y|α〉 < ρ+ α1 + . . .+ αd.Selon la terminologie introduite dans [98℄, V (Pα,ρ) est un plan dis
ret de 
ara
téris-tiques α1, . . . , αd, de borne inférieure ρ et d'épaisseur arithmétique ω = α1+. . .+αd.Un tel plan dis
ret est dit standard.Preuve. Un ve
teur y appartenant à l'hyperfa
e de 
ube unité asso
ié à une fa
e

(x, e∗
i ) de Pα,ρ véri�e :

y ∈ {x + ei +
∑

j 6=i

λjej, λj ∈ [0, 1]}.Si y est un sommet, don
 appartient à Zd, 
e
i assure l'existen
e d'un ensemble
J ⊂ {1, . . . , d}, i /∈ J , tel que :

y = x + ei +
∑

j∈J

ej .On 
al
ule alors :
〈y|α〉 = 〈x|α〉+ αi +

∑

j∈J

αj ≥ 〈x + ei|α〉 ≥ ρ,

〈y|α〉 = 〈x|α〉+ αi +
∑

j∈J

αj ≤ 〈x|α〉+
d∑

k=1

αk < ρ+
d∑

k=1

αk,
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e qui prouve l'en
adrement annon
é. Inversement, si 
et en
adrement est véri�é,alors on peut don
 dé�nir le plus petit entier i ∈ {1, . . . , d} tel que :
〈y −

i∑

k=1

ek|α〉 < ρ ≤ 〈y −
i−1∑

k=1

ek|α〉,
e qui montre, en posant x = y −∑i
k=1 αk, qu'on a bien Pα,ρ(x, i) = 1. ⊓⊔Notons aussi que les paramètres d'un plan en es
alier véri�ent la propriété suivante :Proposition 3.3 Soit α ∈ Rd

+\{0} et ρ ∈ R. On a :
∀λ > 0, Pλα,ρ = Pα, ρ

λ
.3.1.2 Image par une appli
ation dualeLe théorème suivant, bien qu'un peu te
hnique, est fondamental. Il 
ara
térisel'a
tion des appli
ations duales sur les plans en es
alier.Théorème 3.4 Soit σ un morphisme unimodulaire et E∗

1(σ) l'appli
ation duale quilui est asso
iée. Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Si tMσα ∈ Rd

+, alors E∗
1(σ) envoie leplan en es
alier Pα,ρ sur le plan en es
alier PtMσα,ρ. Si, par 
ontre, tMσα /∈ Rd

+,alors E∗
1(σ) envoie le plan en es
alier Pα,ρ sur une fon
tion qui n'est pas binaire.Preuve. Considérons la fon
tion E = E∗

1(σ)(Pα,ρ). Fixons (y, j) ∈ Zd × {1, . . . , d}et 
al
ulons E(y, j). Soit l la longueur de σ(j). On note : σ(j) = u1 . . . ul. Chaqueélément (x, i) de Zd × {1, . . . , d} tel que Pα,ρ(x, i) = 1 
ontribue à :� in
rémenter la valeur de E(y, j) de 1 si et seulement si il existe k ∈ {1, . . . , l}tel que uk = i et y = M−1
σ (x− f(u1 . . . uk−1)) ;� dé
rémenter la valeur de E(y, j) de 1 si et seulement si il existe k ∈ {1, . . . , l}tel que uk = i−1 et y = M−1

σ (x− f (u1 . . . uk−1) + ei).En introduisant rk = Mσy + f(u1 . . . uk), pour 0 ≤ k ≤ l, le premier 
as donne :
x = rk−1 et x + ei = rk−1 + ei = rk−1 + f(i) = rk−1 + f (uk) = rk,tandis que le se
ond 
as donne :

x = rk−1 − ei = rk−1 + f (i−1) = rk−1 + f (uk) = rk et x + ei = rk−1.Puisque Pα,ρ(x, i) = 1 si et seulement si 〈x|α〉 < ρ ≤ 〈x + ei|α〉, on 
al
ule alors :
E(y, j) = Card({k | 〈rk−1|α〉 < ρ ≤ 〈rk|α〉})−Card({k | 〈rk|α〉 < ρ ≤ 〈rk−1|α〉}).Une ré
urren
e sur l = |σ(j)| montre alors que, si 〈r0|α〉 ≤ 〈rl|α〉, on a :

E(y, j) =

{
1 si 〈r0|α〉 < ρ ≤ 〈rl|α〉,
0 sinon.



48 CHAPITRE 3. DÉVELOPPEMENT DE PLAN EN ESCALIERInversement, si 〈r0|α〉 > 〈rl|α〉, on a :
E(y, j) =

{
−1 si 〈r0|α〉 > ρ ≥ 〈rl|α〉,
0 sinon.En�n, remarquons qu'on a :

〈r0|α〉 = 〈Mσy|α〉 = 〈y|tMσα〉,

〈rl|α〉 = 〈Mσy + f (σ(i))|α〉 = 〈Mσ(y + ei)|α〉 = 〈y + ei|tMσα〉.Nous pouvons maintenant 
on
lure. Si tMσα ∈ Rd
+, alors 〈r0|α〉 ≤ 〈rl|α〉, et 
e quipré
ède montre que E(y, j) = 1 si et seulement si 〈y|tMσα〉 < ρ ≤ 〈y + ei|tMσα〉,
'est-à-dire que E = PtMσα,ρ. Inversement, tMσα /∈ Rd

+ entraîne qu'il existe i telque 〈r0|α〉 > 〈rl|α〉, et 
e qui pré
ède montre alors qu'il existe une fa
e (y, j∗) telleque E(y, j) = −1. En parti
ulier, 
e
i assure que E n'est pas binaire. ⊓⊔La �gure 3.2 illustre 
e théorème. Soulignons qu'une appli
ation duale envoie
haque fa
e sur une 
ombinaison linéaire de fa
es - notamment ave
 des 
oe�
ientspossiblement négatifs. Ce sont des phénomènes d'annulation ou de 
ompensationentre les 
oe�
ients de 
es fa
es qui font que, �nalement, on obtient bien un planen es
alier (sous la 
ondition exprimée dans l'énon
é du théorème).

Fig. 3.2 � Le théorème 3.4 assure que l'appli
ation duale du morphisme unimodu-laire β : 1 7→ 2, 2 7→ 2−21, 3 7→ 3 envoie le plan en es
alier P(24,9,10),0 de la �gure 3.1sur le plan en es
alier P(9,6,10),0, dont l'interprétation géométrique est i
i représentée.Par ailleurs, le théorème 3.4 montre aussi que l'a
tion d'une appli
ation dualesur un plan en es
alier ne dépend que de sa matri
e d'in
iden
e. Ainsi, si σ et τsont deux morphismes unimodulaires tels que Mσ = Mτ , ils agiront exa
tement de



3.2. DÉVELOPPEMENT DE BRUN D'UN VECTEUR 49la même manière sur les plans en es
alier, bien qu'ils agissent di�éremment sur lesfa
es de 
es plans (
e
i dé
oule de la dé�nition d'une appli
ation duale).La remarque suivante propose une analogie utile ave
 le 
as 
ontinu :Remarque 3.5 Soit σ un morphisme unimodulaire et α ∈ Rd
+\{0}. On a :

∀x ∈ Rd, 〈x|α〉 = 0 ⇔ 〈M−1
σ x|tMσα〉 = 0.En d'autres termes, la matri
e M−1

σ envoie un hyperplan réel de ve
teur normal αsur un hyperplan réel de ve
teur normal tMσα. Il y a don
 une analogie entre l'a
-tion d'une appli
ation duale d'un morphisme σ sur les plans en es
aliers (Théorème3.4 et 
elle de l'appli
ation linéaireM−1
σ sur les plans réels. Intuitivement, l'appli
a-tion duale E∗

1(σ) est ainsi une sorte de dis
rétisation de l'appli
ation linéaire M−1
σ .Rappelons d'ailleurs que la matri
e M−1

σ joue un r�le 
lé dans la 
ara
térisation del'a
tion de E∗
1(σ) (voir la formule 2.6 et la proposition 2.8, Chap. 2).On peut donner du théorème 5.3 une formulation simpli�ée :Théorème 3.6 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l'image par E∗

1(σ) d'un planen es
alier est binaire, alors 
'est un plan en es
alier. En d'autres termes :
E∗

1(σ)(P) ∩B ⊂ P.Pour �nir 
e paragraphe, notons que si σ est un morphisme dont la matri
ed'in
iden
e est positive � 
e qui est notamment le 
as quand σ est une substitution� alors tout ve
teur α ∈ Rd
+\{0} est envoyé par tMσ sur un ve
teur de Rd

+. Ondéduit don
 du théorème 3.4 :Corollaire 3.7 Soit σ un morphisme unimodulaire dont la matri
e d'in
iden
e estpositive. Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Alors, l'appli
ation duale E∗

1(σ) envoie le planen es
alier Pα,ρ sur le plan en es
alier PtMσα,ρ.3.2 Développement de Brun d'un ve
teurCe paragraphe est 
onsa
ré à présenter l'algorithme de Brun et quelques-unes deses propriétés élémentaires (notamment la 
ara
térisation des développements �nis).Le le
teur peut 
onsulter [23℄ ou [103℄ pour un exposé plus 
omplet des propriétésde 
et algorithme.



50 CHAPITRE 3. DÉVELOPPEMENT DE PLAN EN ESCALIER3.2.1 Algorithme de Brun ve
torielDé�nition 3.8 L'appli
ation de Brun, notée T , est l'appli
ation de [0, 1]d\{0} dans
[0, 1]d dé�nie en α = (α1, . . . , αd) par :

T (α1, . . . , αd) =

(
α1

αi
, . . . ,

αi−1

αi
,

1

αi
−
⌊

1

αi

⌋

,
αi+1

αi
, . . . ,

αd

αi

)

,où i = min{j | αj = ||α||∞}.Remarque 3.9 Dans le 
as d = 1, l'appli
ation de Brun n'est rien d'autre que la
lassique appli
ation de Gauss, dé�nie de ]0, 1] dans [0, 1] par :
T (x) =

1

x
−
⌊

1

x

⌋

.Rappelons que l'appli
ation de Gauss permet de dé�nir le développement enfra
tion 
ontinue d'un réel. De la même manière, l'appli
ation de Brun permet dedé�nir une extension multidimensionnelle de 
e développement :Dé�nition 3.10 Le développement de Brun d'un ve
teur réel α ∈ [0, 1]d est lasuite (an, in)n≥0 de N∗ × {1, . . . , d} dé�nie, tant que T n(α) 6= 0, par :
an =

⌊
||T n(α)||−1

∞
⌋ et in = min{j | 〈T n(α)|ej〉 = ||T n(α)||∞}.On é
rit : α = [(a0, i0), (a1, i1), . . .].Exemple 3.11 Un développement de Brun peut être �ni, (ultimement) périodiqueou apériodique, 
omme le montrent les développements suivant dans le 
as d = 2 :

(
3

19
,
25

76

)

= [(3, 2), (6, 1), (4, 1), (1, 2)],

(√
2− 1,

3

2
−
√

2

)

= [(2, 1), (2, 1), (1, 2), (1, 2), (1, 1), (4, 1)],

(√
2

2
,
π

4

)

= [(1, 2), (1, 1), (3, 2), (2, 1), (1, 2), (1, 1), (3, 2), (1, 2), (2, 1), (2, 1) . . .].Remarque 3.12 Ave
 le formalisme général introduit au paragraphe 1.2.3, l'algo-rithme de Brun est 
elui dé�ni par la partition dénombrable X0∪(Xa,i)(a,i)∈N∗×{1,...,d}de l'ensemble X = [0, 1]d, dé�nie par X0 = {0} et :
(x1, . . . , xd) ∈ Xa,i ⇔







xi > xj pour j < i,
xi ≥ xj pour j > i,
⌊1/xi⌋ = a.
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tions 
ontinues 
lassiques, un ve
teur de [0, 1]d est entiè-rement 
ara
térisé par son développement de Brun. On sait aussi 
ara
tériser lesve
teurs ayant un développement �ni :Théorème 3.13 Un ve
teur α ∈ [0, 1]d admet un développement de Brun �ni si etseulement si toutes ses 
oordonnées sont rationnelles.En e�et, si un ve
teur α a un développement de Brun �ni, alors il existe unentier n tel que T n(α) = 0. En parti
ulier, T n(α) ∈ Qd. Or la dé�nition 3.8entraîne l'équivalen
e suivante :
T (α) ∈ Qd ⇔ α ∈ Qd.Don
 T n(α) ∈ Qd entraîne α ∈ Qd, 
e qui prouve un sens de l'équivalen
e annon
ée.L'autre sens dé
oule alors de la proposition suivante, qui borne la longueur dudéveloppement de Brun d'un ve
teur rationnel :Proposition 3.14 Pour tout ve
teur α ∈ [0, 1]d rationnel, on pose :
m(α) = p1 + . . .+ pd + q,où p1, . . . , pd, q sont des entiers premiers entre eux tels que α = (p1/q, . . . , pd/q).Alors, la longueur du développement de Brun de α ∈ [0, 1]d ∩Qd est majorée par :

log d+2
d+1

(m(α)),où loga désigne le logarithme de base a.Preuve. On montre par ré
urren
e sur k ≥ 1 que si α est un ve
teur rationnel dontle développement de Brun est de longueur k, alors on a :
m(α) ≥

(
d+ 2

d+ 1

)k

.Pour k = 1, on suppose don
 T (α) = 0. On déduit de la dé�nition de T que α estde la forme :
α = (0, . . . , 0, 1/q, 0, . . . , 0),ave
 q ≥ 1. On a don
 : m(α) = 1+ q ≥ 2 ≥ (d+2)/(d+1). Supposons maintenantle résultat a
quis au rang k et 
onsidérons un ve
teur rationnel α ∈ [0, 1]d dont ledéveloppement de Brun est de longueur k + 1. Le ve
teur T (α) étant rationnel, onpeut l'é
rire :
T (α) = (p1/q, . . . , pd/q),
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 pg
d(p1, . . . , pd, q) = 1. La dé�nition de T assure alors l'existen
e d'un 
ouple
(a, i) ∈ N∗ × {1, . . . , d} tel que :

α =

(
p1

aq + pi

, . . . ,
pi−1

aq + pi

,
q

aq + pi

,
pi+1

aq + pi

, . . . ,
pd

aq + pi

)

.Comme pg
d(p1, . . . , pi−1, q, pi+1, . . . , pd, aq + pi) = pg
d(p1, . . . , pd, q) = 1, on a :
m(α) = p1 + . . .+ pi−1 + q + pi+1 + . . .+ pd + aq + pi,
'est-à-dire m(α) = m(T (α)) + aq. Or a ≥ 1 et q ≥ p1, . . . , pd. D'où :
m(α) ≥ m(T (α)) +

p1 + . . .+ pd + q

d+ 1
=
d+ 2

d+ 1
m(T (α)).Le résultat au rang k + 1 dé
oule alors du résultat au rang k. ⊓⊔3.2.2 Formulation matri
ielleSoit (a, i) ∈ N× {1, . . . , d}. Introduisons la matri
e (d+ 1)× (d+ 1) dé�nie par :

Ba,i =







a 1
Ii−1

1 0
Id−i






, (3.1)où Ip désigne la matri
e identité p × p et où tous les 
oe�
ients non pré
isés sontimpli
itement égaux à zéro. On véri�e fa
ilement que Ba,i appartient au groupelinéaire GL(d+ 1,Z) (son déterminant vaut −1).Considérons maintenant un ve
teur α = (α1, . . . , αd) ∈ [0, 1]d\{0}. Un 
al
ulsimple montre qu'en posant i = min{j | αj = ||α||∞} et a = ⌊α−1

i ⌋, on a :
(1,α) = ||α||∞Ba,i(1, T (α)), (3.2)où, si u est le ve
teur (
olonne) de 
oordonnées u1, . . . , un, alors (1,u) désigne leve
teur (
olonne) de 
oordonnées 1, u1, . . . , un. Comme Ba,i est inversible, on peutaussi é
rire l'équation pré
édente ainsi :
(1, T (α)) = ||α||−1

∞ B−1
a,i (1,α). (3.3)Ces formules permettent don
 de dé�nir matri
iellement l'appli
ation de Brun T .En parti
ulier, si α admet un développement de Brun (an, in)n, l'équation (3.2)donne, pour tout indi
e n du développement :

(1,α) = µnBn(1, T n+1(α)), (3.4)



3.3. DÉVELOPPEMENT DE BRUN D'UN PLAN 53où µn = ||T 0(α)||∞×. . .×||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in. Ce
i permet de pré
i-ser les notions de 
onvergen
e faible et de 
onvergent dans le 
as des développementsde Brun. Une preuve de la proposition suivante est donnée dans [23℄ :Proposition 3.15 Si α ∈ [0, 1]d, alors son développement de Brun (an, in)n≥0 estfaiblement 
onvergent, 
'est-à-dire qu'il véri�e :
∀ε > 0, ∃N t.q. (n ≥ N, u ∈ [0, 1]d

)
⇒ ||(1,α)− µnBn(1,u)|| ≤ ε,où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in.La faible 
onvergen
e permet d'appro
her un ve
teur réel par une suite de ve
-teurs rationnels dont toutes les 
oordonnées ont le même dénominateur (on parled'approximation simultanée). En e�et, si α ∈ [0, 1]d a pour développement de Brunla suite (an, in)n, son n-ème 
onvergent est le ve
teur de Zd+1 dé�ni par :

(qn,pn) = Ba0,i0 . . . Ban,in(1, 0). (3.5)La proposition 3.15 assure alors :
lim

n→∞
µn(qn,pn) = (1,α). (3.6)On en déduit, en divisant les d dernières 
oordonnées par µnqn (qui tend vers 1) :

lim
n→∞

pn

qn
= α.Exemple 3.16 Le 12ème 
onvergent de (

√
2

2
, π

4
) est (1533, 1084, 1204). On véri�e :

∥
∥
∥
∥
∥

(
1084

1533
,
1204

1533

)

−
(√

2

2
,
π

4

)∥
∥
∥
∥
∥
∞

≤ 10−5.3.3 Développement de Brun d'un plan3.3.1 Substitutions de BrunDé�nition 3.17 Soit a ∈ N∗ et i ∈ {1, . . . , d}. La substitution de Brun asso
iéeau 
ouple (a, i), notée βa,i, est dé�nie sur les mots sur {1, . . . , d+ 1} par :
βa,i :







1 7→ 1a· (i+ 1),
(i+ 1) 7→ 1,
j 7→ j.



54 CHAPITRE 3. DÉVELOPPEMENT DE PLAN EN ESCALIEROn véri�e que la matri
e d'in
iden
e de βa,i est la matri
e Ba,i introduite parl'équation (3.1). Il s'agit don
 d'une substitution unimodulaire, et on 
al
ule :
E∗

1(βa,i) :







(0, 1∗) 7→ (0, (i+ 1)∗) +
∑a−1

k=0(−kei+1, 1
∗),

(0, (i+ 1)∗) 7→ (−aei+1, 1
∗),

(0, j∗) 7→ (0, j∗).La �gure 3.3 illustre l'a
tion de 
es appli
ations duales.

Fig. 3.3 � A
tion des appli
ations duales E∗
1(β4,1) (en haut) et E∗

1(β3,2) (en bas)sur les fa
es (0, 1∗), (0, 2∗) et (0, 3∗).L'équation suivante dé
oule alors dire
tement du théorème 3.4 et de l'équation(3.2), en remarquant que Ba,i est symétrique :
E∗

1(βa,i)(P||α||∞(1,T (α)),ρ) = P(1,α),ρ. (3.7)La proposition 2.13 permet également de déduire de l'équation (3.4) :
E∗

1(βn)(Pµn(1,T n+1(α)),ρ) = P(1,α),ρ, (3.8)où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et βn = βan,in ◦ . . . ◦ βa0,i0.De plus, les substitutions de Brun sont inversibles, et on 
al
ule :
β−1

a,i :







1 7→ (i+ 1),
(i+ 1) 7→ (i+ 1)−a· 1,
j 7→ j.L'appli
ation duale asso
iée est alors :

E∗
1(β

−1
a,i ) :







(0, 1∗) 7→ (ae1, (i+ 1)∗),
(0, (i+ 1)∗) 7→ (0, 1∗)−

∑a
k=1(ke1, (i+ 1)∗),

(0, j∗) 7→ (0, j∗).



3.3. DÉVELOPPEMENT DE BRUN D'UN PLAN 55Toujours grâ
e au théorème 3.4, l'équation (3.3) donne alors :
P||α||∞(1,T (α)),ρ = E∗

1(β
−1
a,i )(P(1,α),ρ). (3.9)Les équations 
i-dessus montrent don
 que l'a
tion de l'appli
ation de Brun Tsur un ve
teur α peut être interprétée 
omme l'a
tion d'une appli
ation duale surun plan en es
alier de ve
teur normal (1,α).3.3.2 Paliers d'un planIntroduisons la notion de palier d'une fon
tion binaire :Dé�nition 3.18 Soit i 6= j deux entiers de {1, . . . , d}. Un (i, j)-palier d'une fon
-tion binaire B est une fon
tion binaire maximale parmi les fon
tions binaires infé-rieures à B de la forme :

∑

k∈I

(x + kej, i
∗),où x est un ve
teur de Zd et I un intervalle de Z. On note respe
tivement a−i,j(B)et a+

i,j(B) l'in�mum et le supremum des tailles des (i, j)-paliers de B.Autrement dit, un (i, j)-palier d'une fon
tion binaire B est un suite maximalede fa
es de type i alignées dans la dire
tion ej et dont l'interprétation géométriqueest in
luse dans 
elle de B (voir Fig. 3.4). Soulignons qu'un (i, j)-palier peut êtrede taille in�nie ; par exemple, on véri�e que tous les (1, i)-paliers d'un plan en es-
alier de ve
teur normal (1, 0) sont in�nis. On a don
, a priori, a±i,j(P) ∈ N∪{+∞}.L'intérêt des paliers est qu'ils permettent de �lire� dire
tement sur un plan enes
alier des informations sur son ve
teur normal. Plus pré
isément, on montre :Proposition 3.19 Soit α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Pour αj 6= 0, on a :

a−i,j(Pα,ρ) = max(⌊αi/αj⌋, 1) et a+
i,j(Pα,ρ) = max(⌈αi/αj⌉, 1)Preuve. Soit x ∈ Zd et I ⊂ Z tels que la fon
tion K dé�nie 
i-dessous soit un

(i, j)-palier de Pα,ρ :
K =

∑

k∈I

(x + kej, i
∗).Supposons que I 
ontienne un intervalle [a, b], de longueur b− a+ 1. On a alors :

Pα,ρ(x + aej, i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ aαj < ρ ≤ 〈x|α〉+ aαj + αi,

Pα,ρ(x + bej , i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ bαj < ρ ≤ 〈x|α〉+ bαj + αi.On en déduit :
aαj < ρ− 〈x|α〉 ≤ bαj + αi,
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Fig. 3.4 � Ce plan en es
alier a des (1, 3)-paliers de taille 2 ou 3 (en
adrés, à gau
he),des (1, 2)-paliers de taille 2 ou 3 (au 
entre) et des (3, 2)-paliers de taille 1 ou 2 (àdroite). Tous les autres paliers sont de taille 1.puis, pour αj 6= 0 :
b− a + 1 <

αi

αj
+ 1,
e qui majore la longueur de I. On peut don
 é
rire I = [a, b]. On a alors :

Pα,ρ(x + aej, i) = 1 ⇒ 〈x|α〉+ (a− 1)αj < 〈x|α〉+ aαj < ρ,et on en déduit :
Pα,ρ(x + (a− 1)ej, i) = 0 ⇒ ρ > 〈x|α〉+ (a− 1)αj + αi.De même, on montre :

ρ ≤ 〈x|α〉+ (b+ 1)αj.Finalement, on a :
(a− 1)αj + αi < ρ− 〈x|α〉 ≤ (b+ 1)αj,soit, pour αj 6= 0 :

b− a+ 1 >
αi

αj
− 1.La longueur de I est don
 minorée. En 
on
lusion, on a montré :

αi

αj
− 1 < a−i,j(Pα,ρ) ≤ a+

i,j(Pα,ρ) <
αi

αj
+ 1.Le résultat annon
é en dé
oule (le maximum venant du fait qu'un palier est tou-jours de taille au moins 1). ⊓⊔
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ulier, 
ette proposition assure que, pour i et j �xés, la taille des (i, j)-paliers prend au plus deux valeurs. Ce
i généralise un résultat analogue 
onnu pourles droites dis
rètes (voir, par exemple, [61℄).3.3.3 Algorithme de Brun géométriqueOn montre i
i que la notion de palier dé�nie au paragraphe pré
édent permetde dé�nir dire
tement sur un plan en es
alier de normale (1,α) une appli
ationpermettant de 
al
uler le développement de Brun du ve
teur α.Introduisons d'abord les deux sous-ensembles de P suivants :
P∃ = {P(1,α),ρ | α ∈ [0, 1]d, ρ ∈ R} et P∀ = {P(1,0),ρ | ρ ∈ R}.On déduit de l'équation (3.9) que 
es deux ensembles peuvent aussi s'é
rire :

P∃ = {P ∈ P | ∃a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗
1(β

−1
a,i )(P) ∈ P},

P∀ = {P ∈ P | ∀a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗
1(β

−1
a,i )(P) ∈ P}.On utilise ensuite les paliers pour dé�nir deux fon
tions parti
ulières sur P∃\P∀ :Dé�nition 3.20 Soit P un plan en es
alier P∃\P∀. On dé�nit :

i(P) = min
1≤i≤d

{i | max
1≤j≤d

a+
j+1,i+1(P) ≤ 1} et a(P) = a−1,i(P)+1(P).Ces fon
tions véri�ent alors :Proposition 3.21 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Alors, on a :

i(P(1,α),ρ) = min{i | αi = ||α||∞} et a(P(1,α),ρ) = ⌊||α||−1
∞ ⌋.Preuve. D'après la proposition 3.19, a+

j+1,i+1(P(1,α),ρ)) ≤ 1 assure ⌈αj/αi⌉ ≤ 1,don
 αi ≥ αj. On en déduit la première égalité. La se
onde égalité dé
oule alors dela proposition 3.19. ⊓⊔Exemple 3.22 Soit (1, α, β) le ve
teur normal (in
onnu) du plan en es
alier Pde la �gure 3.4. On �lit� sur le plan P a−2,3(P) = 0 et a−3,2(P) = 1. On en déduit
i(P) = 2, puis a(P) = a−1,3(P) = 2, 
'est-à-dire α < β et ⌊β−1⌋ = 2.Ainsi, bien que les fon
tions a et i soient dé�nies à partir des seuls paliers d'unplan et non de son ve
teur normal, elles donnent l'information su�sante à 
al
ulerl'image de 
e ve
teur par l'appli
ation de Brun (Déf. 3.8). Ce
i permet d'introduire :
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ation de Brun géométrique, notée T̃ , est l'appli
ation dé-�nie sur un plan en es
alier P ∈ P∃\P∀ par :
T̃ (P) = E∗

1(β
−1
a(P),i(P))(P).La proposition 3.21 et l'équation (3.9) assurent alors que T̃ est à valeurs dans

P∃. Plus pré
isément, on a :Proposition 3.24 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Alors, on a :
T̃ (P(1,α),ρ) = P||α||∞(1,T (α)),ρ.Ainsi, l'appli
ation T̃ permet de 
al
uler le développement d'un ve
teur α à par-tir d'un plan de ve
teur normal (1,α). En e�et, si (an, in)n désigne le développementde Brun de α, on a, pour tout ρ ∈ R :

an = a(T̃ n(P(1,α),ρ)) et in = i(T̃ n(P(1,α),ρ)). (3.10)Par extension, on appelle aussi développement de Brun du plan P(1,α),ρ la suite
(an, in)n. Contrairement à un ve
teur, un plan n'est pas totalement 
ara
térisé parson développement de Brun (à 
ause du paramètre ρ). La �gure 3.5 illustre le 
al
uldu développement de Brun d'un plan en es
alier.

Fig. 3.5 � Appli
ations itérées de T̃ sur un plan en es
alier P (de gau
he à droite).Le développement de Brun de P est alors la suite dé�nie par (a(T̃ n(P)), i(T̃ n(P)))n.I
i, on obtient le même développement que 
elui du ve
teur (1/19, 25/76) : on endéduit que le plan P est un plan de ve
teur normal (1, 1/19, 25/76).



Chapitre 4Flips : des plans aux surfa
esCe 
hapitre joue le r�le de 
harnière entre le 
hapitre pré
édent et le suivant. On
ommen
e par rappeler la notion de surfa
e en es
alier, introduite par D. Jametdans [71℄ et on montre quelques propriétés élémentaires asso
iées. On dé�nit alorsla notion de �ip en utilisant le formalisme introduit aux 
hapitres pré
édents. Onmontre alors que toute surfa
e en es
alier peut être obtenue 
omme une suite de�ips e�e
tués sur un plan en es
alier (Th. 4.16). Nous avons publié 
e résultat dansl'arti
le [3℄. On introduit une nouvelle variante du �ip, le pseudo-�ip, qui 
onduità des résultats pro
hes de 
eux 
on
ernant les �ips, mais plus simple à montrer etsu�sants pour les besoins du 
hapitre suivant (Th. 4.20 et 4.21). Ce
i a été dé
ritdans l'arti
le [16℄.4.1 Surfa
es en es
alier4.1.1 Pavages 
anoniques de 
odimension unLa propriété suivante dé
oule fa
ilement de la dé�nition d'un plan en es
alier(Déf. 3.1) et de son interprétation géométrique :Proposition 4.1 Soient α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Alors, le plan en es
alier Pα,ρ estla somme des fa
es dont l'interprétation géométrique est in
luse dans la �tran
he�de Rd dé�nie par :
ρ+ α⊥ + [0, 1]d.Autrement dit, un plan en es
alier peut être vu 
omme une dis
rétisation pardes fa
es d'hyper
ubes d'une 
oupe de Rd par un espa
e a�ne de 
odimension 1.On montre également (voir [20℄) :Proposition 4.2 Soit u = e1 + . . . + ed, α ∈ Rd

+\{0} et ρ ∈ R. Alors, la pro-je
tion orthogonale sur u⊥, notée π, est un homéomorphisme de l'interprétationgéométrique du plan en es
alier Pα,ρ sur l'hyperplan u⊥.59



60 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACESNotamment, il dé
oule de la proposition pré
édente qu'en projetant l'interpréta-tion géométrique de tout plan en es
alier par π, on obtient un pavage de l'hyperplan
u⊥ par les proto-tuiles T1, . . . , Td, où Ti est le 
ompa
t obtenu en projetant par πl'interprétation géométrique de la fa
e (0, i∗). Plus pré
isément, le pavage obtenuest un pavage 
anonique de 
odimension 1, ou en
ore, un pavage d → d − 1 (voirDéf. 1.9). Par exemple, la �gure 3.1 peut être vue 
omme un pavage par trois proto-tuiles en forme de losange (identiques à rotation d'angle 2π/3 près).Cependant, soulignons qu'il est 
lair qu'on ne peut obtenir tous les pavages
anoniques de 
odimension 1 
omme des proje
tions de plan en es
alier (de tellesproje
tions sont très régulières, 
e qui n'est pas né
essairement le 
as d'un pavage
anonique). Ce
i 
onduit à généraliser la notion de plan en es
alier par 
elle desurfa
e en es
alier, introduite dans [71℄ 
omme suit :Dé�nition 4.3 Soit u = e1 + . . . + ed. Une surfa
e en es
alier est une fon
tionbinaire S dont l'interprétation géométrique est homéomorphe à u⊥ par la proje
tionorthogonale sur u⊥, notée π. On note S l'ensemble des surfa
e en es
alier.Un plan en es
alier est don
 un 
as parti
ulier de surfa
e en es
alier. La �gure4.1 représente une surfa
e en es
alier dont il est fa
ile de se 
onvain
re que 
e n'estpas un plan en es
alier. On peut résumer 
e
i par la 
haîne d'in
lusions (stri
tes)suivante :

P ⊂ S ⊂ B ⊂ F.

Fig. 4.1 � Interprétation géométrique d'une surfa
e en es
alier de R3 (qui n'est pasun plan en es
alier). En projetant sur l'hyperplan (e1 + e2 + e3)
⊥, on obtient unpavage du plan par trois types de losanges (proto-tuiles).Intuitivement, un plan en es
alier 
orrespond aux fa
es d'hyper
ubes unités ob-tenues en prenant une �tran
he droite� de Rd (
'est le sens de la proposition 4.1)



4.1. SURFACES EN ESCALIER 61alors qu'une surfa
e en es
alier 
orrespond à une �tran
he 
ourbe� de Rd. On obtientune dis
rétisation de plan dans le premier 
as et de surfa
e dans le se
ond 
as.On montre alors, en s'inspirant des travaux de Thurston dans le 
as �ni (voir[108℄), que tout pavage 
anonique de 
odimension 1 par les proto-tuiles T1, . . . , Td,où Ti est le 
ompa
t obtenu en projetant par π de l'interprétation géométrique dela fa
e (0, i∗), s'obtient 
omme proje
tion par π d'une surfa
e en es
alier (unique àtranslation selon u = e1 + . . .+ ed près). Plus pré
isément si T est un tel pavage,on dé�nit sur les sommets de 
e pavage (
'est-à-dire les sommets des tuiles) unefon
tion hT à valeurs dans Zd, appelée fon
tion de hauteur, en posant hT (x0) = 0pour un sommet x0 �xé (quel
onque) de T et, pour tous sommets x et y de T reliéspar une arête qui est la proje
tion d'un ve
teur ei (toutes les arêtes du pavage sontde 
e type), hT (x) − hT (y) = ei. On véri�e que 
ette dé�nition est 
ohérente parindu
tion sur la taille d'un 
y
le d'arêtes du pavage. Une preuve plus détaillée de
e
i est donnée dans [3℄.4.1.2 Propriétés élémentairesCommençons par dé�nir les sommets d'une surfa
e en es
alier :Dé�nition 4.4 Soit S ∈ S une surfa
e en es
alier. Alors, l'ensemble des sommetsde S, noté V (S), est l'ensemble des sommets des fa
es de S, 
'est-à-dire les ve
teursentiers appartenant à l'interprétation géométrique de S.On montre (voir, par exemple, [3℄) :Proposition 4.5 Une surfa
e en es
alier S est entièrement 
ara
térisée par l'en-semble V (S) de ses sommets.La propriété suivante, plus déli
ate, sera souvent utile :Proposition 4.6 Si x et y sont deux sommets distin
ts d'une surfa
e en es
alier,alors x− y n'est ni stri
tement positif ni stri
tement négatif.Preuve. Supposons que x et y soient deux sommets d'une surfa
e en es
alier Stels que y − x > 0 (le 
as y − x < 0 étant similaire). Une surfa
e étant 
onnexe,il n'est pas di�
ile de voir qu'il existe une suite (xn)0≤n≤N de sommets de S telsque x0 = x, xN = y et, pour tout n, xn+1 − xn = ein+1 , pour in ∈ {1, . . . , d}. Ondéduit de y − x > 0 qu'on a :
{i1, . . . , iN} = {1, . . . , d}.Considérons alors la suite 
roissante d'entiers (r(k))1≤k≤d, où r(k) est dé�ni par :

r(k) = min{n | Card({i1, . . . , in}) = k}.



62 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACESOn a r(k) ≥ k pour k = 1, . . . , d. Montrons que quitte à modi�er la suite (xn)n, onpeut se ramener au 
as où r(k) = k pour k = 1, . . . , d.Par dé�nition, r(1) = 1. Pour k = 2, quitte à rempla
er x par xr(2)−2, qui véri�eaussi y − xr(2)−2 > 0, on se ramène r(2) = 2.Soit alors k ≥ 3 tel que r(k′) = k′ pour k′ < k et r(k) > k. Considérons les troissommets de S suivants :
xr(k)−2, xr(k)−1 = xr(k)−2 + eir(k)−1

, xr(k) = xr(k)−2 + eir(k)−1
+ eir(k)

.La dé�nition de r(k) assure qu'on a ir(k)−1 6= ir(k). Le sommet 
i-dessous est alorsle quatrième sommet d'une �sous-fa
e� de dimension 2 d'une fa
e de S :
xr(k)−2 + eir(k)

.En remplaçant xr(k)−1 par 
e sommet, on obtient une nouvelle suite de sommetsde S reliant x0 à xN = y, et la valeur de r(k) a été dé
rémentée de 1 par 
etteopération. En itérant, on se ramène don
 à r(k) = k.Finalement, on obtient un 
hemin tel que r(k) = k pour tout k = 1, . . . , d. Enparti
ulier, de r(d) = d on déduit xd − x0 = ei1 + . . . + eid = e1 + . . . + ed, etdon
 π(xd) = π(x0). Ce
i montre que π n'est pas inje
tive sur S, 
e qui 
ontreditla dé�nition d'une surfa
e en es
alier. Le résultat en dé
oule. ⊓⊔Dé�nition 4.7 La hauteur d'un ve
teur x ∈ Zd est le réel h(x) = 〈x|u〉. Si x et
y sont deux ve
teurs entiers tels que π(x) = π(y), on dit alors que x est au-dessusde y si h(x) ≥ h(y) et en dessous si h(x) ≤ h(y).En parti
ulier, la proposition 4.6 entraîne que deux sommets distin
ts d'unesurfa
e en es
alier ne sont jamais l'un au-dessus de l'autre. On dit alors que x ∈
Zd est au-dessus d'une surfa
e en es
alier s'il est au-dessus d'un sommet de 
ettesurfa
e, et qu'une surfa
e en es
alier est au-dessus d'une autre si 
ha
un des sommetsde la première surfa
e est au-dessus de la se
onde surfa
e. Comme, de plus, deuxfa
es distin
tes ne peuvent s'interse
ter que sur leurs frontières, 
e
i permet dedé�nir deux opérations simples sur les surfa
es en es
alier :Dé�nition 4.8 Soit S et S ′ deux surfa
es en es
alier. On note S ∧S ′ et S ∨S ′ lessurfa
es en es
alier dont les sommets sont respe
tivement dé�nis par :

V (S ∧ S ′) = {x ∈ V (S) ∪ V (S ′) | x est en dessous de S et S ′},
V (S ∨ S ′) = {x ∈ V (S) ∪ V (S ′) | x est au-dessus de S et S ′}.Plus intuitivement, l'interprétation géométrique de S ∧ S ′ (resp. S ∨ S ′) est 
equ'on voit si on regarde �du dessous� (resp. �du dessus�) les interprétations géo-métriques de S et de S ′ (représentées sur une même �gure). La �gure 4.2 illustrel'opération ∧.On introduit alors les surfa
es parti
ulière suivantes (voir Fig. 4.3) :
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Fig. 4.2 � Interprétation géométrique de la surfa
e en es
alier P ∧ S, où P et Ssont les surfa
es en es
alier respe
tivement représentés par les �gures 3.2 et 4.1.Dé�nition 4.9 Soit x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd. Soit Ĉx et Čx les surfa
es en es
alierdé�nies par :
Ĉx =

∧

1≤i≤d

Pei,xi
et Čx =

∨

1≤i≤d

Pei,xi
.Ces surfa
es sont respe
tivement appelées 
oin sortant et 
oin rentrant.En parti
ulier, x est un sommet de Ĉx et Čx. De plus, on déduit de la proposition4.6 que toute surfa
e en es
alier dont x est un sommet est à la fois au-dessus de Ĉxet en dessous de Čx. Toute surfa
e en es
alier S véri�e don
 l'équation :

S =
∨

x∈V (S)

Ĉx =
∧

x∈V (S)

Čx. (4.1)Ce
i permet d'ailleurs de montrer que la ré
iproque de la proposition 4.6 est vraie :si deux ve
teurs entiers x et y sont tels que x − y n'est ni stri
tement positif nistri
tement négatif, alors 
e sont des sommets d'une surfa
e en es
alier puisque, parexemple, la surfa
e Ĉx ∨ Ĉy 
onvient.Pour 
on
lure 
ette se
tion, montrons que S est fermé dans F pour la topologieinduite par la distan
e dF (Déf. 2.9) :Proposition 4.10 L'ensemble S des surfa
es en es
alier est fermé.Preuve. Soit (Sn)n une suite 
onvergente de surfa
es en es
alier de limite S.Pour tout R ≥ 0, il existe N ≥ 0 tel que pour n ≥ N , Sn et S 
oïn
ident sur
BR = {(x, i) ∈ Zd × {1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}. En parti
ulier, π est don
 un homéo-morphisme de la restri
tion de S à BR sur son image, qui 
ontient une boule de u⊥
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Fig. 4.3 � Le 
oin sortant Ĉx (à gau
he) et le 
oin rentrant Čx (à droite). Le ve
teur
x est un sommet de 
es 
oins, plus pré
isément 
'est �le sommet� (au sens usuel duterme) de 
ha
un de 
es 
oins.de rayon R. Ce
i valant pour tout R, on en déduit que π est un homéomorphismede S sur u⊥, 
'est-à-dire que S est une surfa
e en es
alier. ⊓⊔A 
ontrario, soulignons que l'ensemble des plans en es
alier n'est pas fermé,
omme l'illustre la �gure 4.4.4.2 Flips4.2.1 Flip-a

essibilitéOn utilise i
i le formalisme des fon
tions de Zd ×{1, . . . , d} dans Z (
'est-à-direl'ensemble F) pour donner un équivalent en termes de surfa
es en es
alier de lanotion de �ip, dé�nie au 
hapitre 1. Plus pré
isément, on dé�nit :Dé�nition 4.11 Le �ip lo
alisé en x ∈ Zd est la fon
tion Fx ∈ F dé�nie par :

Fx =

d∑

i=1

(x, i∗)−
d∑

i=1

(x− ei, i
∗).On dit alors qu'on fait un �ip as
endant (resp. des
endant) en x sur une surfa
een es
alier S si on ajoute (resp. soustrait) Fx à S de telle sorte que la fon
tion

S ± Fx obtenue soit binaire. Comme π est 
lairement un homéomorphisme de
(x, 1∗)+ . . .+(x, d∗) sur (x−e1, 1

∗)+ . . .+(x−ed, d
∗), la fon
tion obtenue est alors
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Fig. 4.4 � La suite de plans (P(n,1,π),0)n≥1 
onverge vers la surfa
e en es
alier repré-sentée i
i, qui n'est pas un plan en es
alier (mais qui peut être vue 
omme un planen es
alier dégénéré).en fait en
ore une surfa
e en es
alier. On en déduit que l'ensemble des surfa
es enes
alier est stable par �ips. Soulignons que faire un �ip sur une surfa
e en es
alier
orrespond bien à faire un �ip 
lassique sur le pavage 
anonique de 
odimension 1asso
ié 
ette surfa
e en es
alier (voir, par exemple, Fig. 4.5).

Fig. 4.5 � Faire un �ip as
endant (resp. des
endant) sur une surfa
e en es
alier,
'est ajouter (resp. retran
her) une fon
tion Fx de sorte à obtenir une nouvellesurfa
e (i
i, �ip as
endant de gau
he à droite, des
endant dans l'autre sens).Dé�nissons maintenant la notion de �ip-a

essibilité en s'inspirant de la notion
orrespondante introduite sur les pavages :Dé�nition 4.12 Une surfa
e en es
alier S ′ est dite �ip-a

essible à partir d'unesurfa
e en es
alier S s'il existe une suite (Sn)n de surfa
es en es
alier telle que :
S0 = S, Sn+1 − Sn ∈ {±Fx | x ∈ Zd}, lim

n→∞
Sn = S ′.



66 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACESSi (Sn)n est �nie, alors S ′ est dite �niment �ip-a

essible à partir de S.Soulignons que 
ette notion de �ip-a

essibilité n'est pas restreinte aux suites�nies de �ips, mais vaut aussi pour des suites in�nies, 
e qui est rendu possiblepar la notion de 
onvergen
e dé�nie par la distan
e dF (Déf. 2.9). Il n'est pas trèsdi�
ile de voir que 
ette notion de �ip-a

essibilité est asymétrique, 
'est à direqu'une surfa
e peut être �ip-a

essible à partir d'une autre sans que la ré
iproquene soit vraie (la �gure 4.6, 
i-dessous, donne un exemple). Il est don
 naturel de
her
her à 
ara
tériser la �ip-a

essibilité entre deux surfa
es données. C'est à 
ete�et qu'on introduit la notion d'ombre :Dé�nition 4.13 Soit πi la proje
tion de Rd sur Rd−1 dé�nie par :
πi(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd).La ième-ombre d'une surfa
e en es
alier S est alors l'image par πi de l'interprétationgéométrique de S, notée πi(S).Les ombres de S sont don
 des sous-ensembles de Rd−1. Notons que pour tout

x ∈ Zd et tous i, j ∈ {1, . . . , d}, on a :
πi(x, j

∗) = πi(x− ej, j
∗)On en déduit que faire un �ip as
endant ou des
endant sur une surfa
e en es
alierne modi�e pas ses ombres. Ce
i reste valable pour un nombre �ni de �ips, mais pasné
essairement pour un nombre in�ni de �ips. En e�et, on a seulement (voir aussiFig. 4.6) :Proposition 4.14 Si S ′ est une surfa
e en es
alier �ip-a

essible à partir d'unesurfa
e en es
alier S, alors 
haque ombre de S ′ est in
luse dans l'ombre 
orrespon-dante de S.Preuve. Un point dans une ombre de S ′ est de la forme πi(z), où z est un point del'interprétation géométrique de S ′. Par dé�nition de la �ip-a

essibilité, pour touteboule de taille �xée, il existe une séquen
e �nie de �ips telle que S soit transforméeen une surfa
e en es
alier qui 
oïn
ide ave
 S ′ sur 
ette boule. En parti
ulier, en
onsidérant une boule 
ontenant z, l'invarian
e des ombres par un nombre �ni de�ips assure que πi(z) est aussi dans l'ombre πi(S). Le résultat annon
é en dé
oule. ⊓⊔En fait, on montre que la 
ondition né
essaire donnée par la proposition 4.14est une 
ondition su�sante. Commençons par le lemme suivant :Lemme 4.15 Soit S une surfa
e en es
alier et x un ve
teur entier au-dessus (resp.en dessous) de S. Si, pour i = 1, . . . , d, πi(x) ∈ πi(S), alors la surfa
e S∨ Ĉx (resp.

S ∧ Čx) est �niment �ip-a

essible à partir de S.



4.2. FLIPS 67

Fig. 4.6 � Quatre surfa
es en es
alier, ave
 une �è
he d'une surfa
e à une autre si
ette dernière est �ip-a

essible à partir de la première. Les ombres de 
es surfa
essont représentées (en sombre). D'après le théorème 4.16 (
i-dessous), il y a �ip-a

essibilité exa
tement quand il y a in
lusion des ombres.



68 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACESPreuve. Supposons, par exemple, que x est au-dessus de S (l'autre 
as étant si-milaire). Les hypothèses assurent que, pour i = 1, . . . , d, il existe λi ∈ N tel que
x − λiei soit un sommet de S. Introduisons le ve
teur z = x − λ1e1 − . . .− λded.On déduit alors de la proposition 4.6 et de la dé�nition de Ĉx qu'un ve
teur y au-dessus de S et stri
tement en dessous de S ∨ Ĉx véri�e z ≤ y < x. En parti
ulier,il y a un nombre �ni N de tels ve
teurs. Raisonnons alors par ré
urren
e sur N . Si
N = 0, on a S = S ∨ Ĉx et il n'y a pas besoin de faire de �ips. Sinon, soit y0 leve
teur de hauteur minimale (Déf. 4.7) parmi 
eux au-dessus de S et stri
tement endessous de S ∨ Ĉx. Il n'est pas di�
ile de voir qu'un tel ve
teur est né
essairementun sommet de S, 
ar sinon on pourrait le rempla
er par y0 − e1 − . . . − ed, qui aune hauteur stri
tement inférieure. De plus, pour i = 1, . . . , d, y0 − ei n'est pas unsommet de S (
ar 
e ve
teur a aussi une hauteur stri
tement inférieure à 
elle de
y0). On en déduit que les sommets de S voisins de y0 sont y0+ei, pour i = 1, . . . , d,et don
 S(y0 − ei, i) = 1, pour i = 1, . . . , d. En ajoutant Fy0 à S on obtient don
une surfa
e S ′, qui est telle qu'il y a N − 1 ve
teurs au-dessus d'elle et stri
tementen dessous de S ∨ Ĉx (les N pré
édents moins y0). Par hypothèse de ré
urren
e,
S∨Ĉx est �niment �ip-a

essible à partir de S ′, don
 à partir de S ave
 le �ip Fy0 . ⊓⊔Ainsi, le lemme pré
édent montre 
omment transformer par �ips une surfa
e enes
alier de façon à 
e que la surfa
e obtenue ait pour sommet un ve
teur �xé. Onutilise alors 
e résultat pour montrer :Théorème 4.16 Une surfa
e en es
alier S ′ est �ip-a

essible à partir d'une sur-fa
e en es
alier S si et seulement si 
haque ombre de S ′ est in
luse dans l'ombre
orrespondante de S :

S �ips−→ S ′ ⇔ ∀i, πi(S ′) ⊂ πi(S).Preuve. Notons V (S ′) = {xn | n ≥ 1} de telle sorte que si xm a une norme supé-rieure à xn, alors m ≥ n. D'après le lemme 4.15, en supposant, par exemple, que x1est au-dessus de S, on transforme S en S ∨ Ĉx1 , qui est une surfa
e dont x1 est unsommet, en e�e
tuant un nombre �ni de �ips. Supposons alors qu'on ait transformé
S en une surfa
e Sn dont x1, . . . ,xn sont des sommets, en e�e
tuant un nombre�ni de �ips. Toujours d'après le lemme 4.15, en supposant, par exemple, que xn+1est au-dessus de Sn, on transforme Sn en une surfa
e Sn+1 = S ∨ Ĉx1 dont xn+1 estun sommet. De plus, la preuve du lemme montre que 
es �ips sont tous lo
alisésen dessous du 
oin Ĉx1 . Or la proposition 4.6 assure que xn+1 n'est ni stri
tementinférieur ni stri
tement supérieur à au
un des sommets x1, . . . ,xn. On en déduitqu'en transformant Sn en Sn+1, au
un �ip lo
alisé en xi, ave
 i ≤ n, n'est fait. Don

x1, . . . ,xn+1 sont tous des sommets de Sn+1. Par ré
urren
e, on obtient une suitede surfa
es en es
alier 
onvergeant vers une surfa
e qui a les mêmes sommets que
S ′ : il s'agit don
 de S ′, 
e qui termine la preuve. ⊓⊔



4.2. FLIPS 69La �gure 4.6 illustre 
e théorème. Un 
as parti
ulier intéressant est 
elui desplans en es
alier. En e�et, 
eux-
i ont des ombres parti
ulières :Proposition 4.17 Un plan en es
alier de P dont le ve
teur a toutes ses 
oordon-nées stri
tement positives n'a que des ombres 
omplètes, 
'est-à-dire égales à Rd−1.Preuve. Soit P un plan en es
alier de ve
teur normal α > 0 et d'inter
ept ρ. Soit
y ∈ Rd un ve
teur dont la ième 
oordonnée est nulle. On peut é
rire y = x + z,ave
 x ∈ Zd et z ∈ [0, 1]d ayant tous les deux une ième 
oordonnée nulle. La suite
(〈x+kei|α〉)k est stri
tement 
roissante 
ar la ième 
oordonnée de α est stri
tementpositive. Don
 il existe k tel que :

〈x + kei|α〉 < ρ ≤ 〈x + kei + ei|α〉,
'est-à-dire P(x, i) = 1. En parti
ulier, le ve
teur x+kei +ei +z, dont l'image par
πi est y, appartient à l'interprétation géométrique de P (
e
i dé
oule de la dé�nitionde l'interprétation géométrique d'une fa
e, voir Déf. 2.5, Chap. 2). Ce
i prouve quel'ombre πi(P) est 
omplète. ⊓⊔On déduit alors immédiatement du théorème 4.16 :Corollaire 4.18 Si P est un plan en es
alier de P dont le ve
teur a toutes ses 
oor-données stri
tement positives, alors toute surfa
e en es
alier de S est �ip-a

essibleà partir de P.Par exemple, la surfa
e en es
alier de la �gure 4.1 peut être obtenue en faisantdes �ips sur le plan en es
alier de la �gure 3.1 (Chap. 3).4.2.2 Pseudo-�ip-a

essibilitéLa notion de �ip-a

essibilité introduite dans le paragraphe pré
édent pour lessurfa
es en es
alier est dire
tement inspirée de la notion 
orrespondante pour lespavages. Cependant, soulignons que la dé�nition d'un �ip 
omme une fon
tion de
F (Déf. 4.11) permet de dépasser le 
adre des surfa
es en es
alier (et don
 la 
or-respondan
e ave
 les pavages). Plus pré
isément, on peut dé�nir la notion suivantede �ip-a

essibilité, appelée pseudo-�ip-a

essibilité pour la distinguer de la pré
é-dente :Dé�nition 4.19 Une fon
tion E ′ ∈ F est dite pseudo-�ip-a

essible à partir d'unefon
tion E ∈ F s'il existe une suite (En)n de fon
tions de F telle que :

E0 = E , En+1 − En ∈ {±Fx | x ∈ Zd}, lim
n→∞

En = E ′.Si (En)n est �nie, alors E ′ est dite �niment pseudo-�ip-a

essible à partir de E .
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e �ip-a

essible à partir d'une autre surfa
e est, a for-tiori, pseudo-�ip-a

essible à partir de 
ette surfa
e. La ré
iproque est en généralfausse, puisque le théorème suivant montre qu'il y a en fait toujours pseudo-�ip-a

essibilité entre deux surfa
es en es
alier :Théorème 4.20 Si S et S ′ sont deux surfa
es en es
alier, alors S ′ est pseudo-�ip-a

essible à partir de S.Preuve. Soit S et S ′ deux surfa
es en es
alier. Soit εS,S′ la fon
tion de Zd dans
{−1, 0, 1} dé�nie par :

εS,S′(x) =







1 si x est au-dessus de S et stri
tement en dessous de S ′

−1 si x est en dessous de S et stri
tement au-dessus de S ′

0 sinon.Soit alors {xn | n ≥ 1} l'ensemble des ve
teurs de Zd envoyés dans {−1, 1} par
εS,S′. On suppose que 
et ensemble est indexé de telle sorte que si i ≤ j, alors xi aune norme inférieure à xj. Ce
i assure la 
onvergen
e de la suite de fon
tion (Sn)ndé�nie par :

Sn = S +
∑

1≤k≤n

εS,S′(xk)Fxk
.De plus, 
ette suite 
onverge vers S ′ puisque que tant qu'un point de Sn est au-dessus (resp. en dessous) de S ′, il sera remonté (resp. des
endu) par un �ip (selonle signe ±1 donné au �ip par εS,S′). La surfa
e S ′ est don
 pseudo-�ip-a

essible àpartir de S. ⊓⊔La pseudo-�ip-a

essibilité est don
 une notion stri
tement plus puissante que
elle de �ip-a

essibilité. On peut se demander quel intérêt a 
ette notion, qui sembletrop déta
hée d'une quel
onque interprétation géométrique (puisqu'on s'autorise àenlever ou ajouter un 
ube unité, ou voxel, n'importe où dans l'espa
e). Le théo-rème suivant montre 
ependant que 
ette notion peut être utile pour dé
ider si unefon
tion binaire est une surfa
e en es
alier. Ce théorème sera notamment utilisédans la suite (Chap. 5) pour relier l'a
tion des appli
ations duales sur les surfa
esen es
alier (Chap. 5) à leur a
tion sur les plans en es
alier (Chap. 3).Théorème 4.21 Une fon
tion binaire pseudo-�ip-a

essible à partir d'une surfa
een es
alier est elle-même une surfa
e en es
alier.Preuve. Soit B une fon
tion binaire pseudo-�ip-a

essible à partir d'une surfa
e enes
alier S. Il existe une suite (xn, εn)n≥1 de Zd × Z telle que :

B = S + lim
N→∞

∑

1≤n≤N

εnFxn
.



4.2. FLIPS 71On peut supposer que xi 6= xj pour i 6= j (
'est-à-dire qu'il n'y a pas de �ip ajoutépuis retran
hé), et don
 que εn = ±1 (
ar si un �ip est fait, par exemple, 2 fois, aumoins un autre �ip devra être fait au même endroit mais dans l'autre sens sinon Bne sera pas binaire).Fixons maintenant R ≥ 0. Il existe N ≥ 0 tel que B et S + ε1Fx1
+ . . . + εNFxNsoient égales sur {(x, i) ∈ Zd ×{1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}. On peut réordonner les �ips

Fx1 , . . . ,FxN
de telle sorte qu'on ait :

xi ≤ xj ⇒
{
i ≤ j si εi = εj = 1,
i ≥ j si εi = εj = −1.Montrons alors, par ré
urren
e sur n, que la fon
tion Sn = S +

∑

k≤n εkFxk
estune surfa
e en es
alier pour n = 0, . . . , N . C'est vrai pour n = 0 puisque S est unesurfa
e en es
alier. Supposons que, pour n < N , Sn soit une surfa
e en es
alier. Sup-posons aussi que εn+1 = 1 (le 
as εn+1 = −1 est similaire). Si Sn+1 n'est pas binaire,
'est que l'ajout �ip Fxn+1 a donné un 
oe�
ient négatif à une fa
e (xn+1 − ei, i
∗)ou plus grand que deux à une fa
e (xn+1, i

∗) (
e
i dé
oule de la dé�nition d'un �ip).Considérons le premier 
as, le se
ond étant similaire. Comme SN est binaire sur
{(x, i) ∈ Zd×{1, . . . , d} | ||x|| ≤ R}, le 
oe�
ient négatif d'une fa
e (xn+1−ei, i

∗)devra être modi�é par un �ip ultérieur, mettons εn′Fxn′
, ave
 n′ > n+1. Si εn′ = 1,alors xn′ = xn+1 + ei, 
e qui est impossible vu la manière dont sont ordonnés les�ips. Si εn′ = −1, alors xn′ = xn+1, 
e qui est ex
lu 
ar les xi sont distin
ts. Don


Sn+1 est binaire. Or, une fon
tion binaire obtenue en ajoutant un �ip à une surfa
een es
alier est né
essairement une surfa
e en es
alier. Don
 Sn+1 est une surfa
e enes
alier, 
e qui termine la ré
urren
e.Finalement, la fon
tion B 
oïn
ide sur des boules arbitrairement grandes ave
 unesurfa
e en es
alier. On en déduit que B est une surfa
e en es
alier (S étant fermé). ⊓⊔En parti
ulier, 
e théorème sera utile dans le 
hapitre suivant pour dé
rire unesurfa
e en es
alier quel
onque 
omme un ensemble de �ips faits sur un plan en es
a-lier, sans se préo

uper de l'ordre dans lequel 
es �ips peuvent être faits. Autrementdit, on ramène ainsi l'étude des surfa
es en es
alier � objets souvent 
omplexes �aux plans en es
alier et aux �ips � objets bien plus simples.



72 CHAPITRE 4. FLIPS : DES PLANS AUX SURFACES



Chapitre 5Développement de surfa
e en es
alierCe 
hapitre est en quelque sorte l'extension du 
hapitre 3 au 
as des surfa
esen es
alier. On 
ommen
e par 
ara
tériser l'a
tion des appli
ations duales sur lessurfa
e en es
alier. Plus pré
isément, nous donnons une 
ondition né
essaire et suf-�sante simple pour que l'image d'un plan en es
alier par l'appli
ation duale d'unmorphisme soit un plan en es
alier (Th. 5.3). Ce résultat a été publié dans [3℄ dansle 
as d'une appli
ation duale d'une substitution, puis détaillé dans [16℄ (soumis),dans le 
as général d'une appli
ation duale d'un morphisme. On montre ensuiteque le pro
édé 
onsistant à 
al
uler le développement d'un plan grâ
e à ses paliers(voir Chap. 3) peut être étendu aux surfa
es en es
alier, 
e
i bien qu'une surfa
een es
alier n'ait généralement pas de ve
teur normal, 
ontrairement à un plan enes
alier. En�n, on 
ara
térise en termes de quasi-plans les surfa
es en es
alier ayantle même développement qu'un ve
teur réel donné (Th. 5.14 et 5.20). Une versionpartielle de 
e dernier résultat se trouve dans l'arti
le [16℄.5.1 A
tion des appli
ations duales5.1.1 Cas généralLe point 
lé pour étendre l'a
tion des appli
ations duales des plans aux sur-fa
es en es
aliers est la notion de �ip introduite dans le 
hapitre 4 (Déf 4.11). Pluspré
isément, la proposition suivante est fondamentale :Proposition 5.1 Soit σ un morphisme unimodulaire. Alors, pour tout x ∈ Zd,l'appli
ation duale E∗
1(σ) envoie le �ip lo
alisé en x sur le �ip lo
alisé en M−1

σ x :
∀x ∈ Zd, E∗

1(σ)(Fx) = FM−1
σ x.Preuve. Rappelons que pour F ∈ F, on a :

E∗
1(σ)(F)(y, j) =

∑

i|σ(j)=p·i·s
F(Mσy + f (p), i)−

∑

i|σ(j)=p·i-1·sF(Mσy + f(p)− ei, i).73
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1 · · ·uεl

l , ave
, pour k = 0, . . . , l, uk ∈ {1, . . . , d} et εk = ±1.Introduisons alors, pour k = 0, . . . , l :
rk = f (uε1

1 · · ·uεk

k ).En remarquant que f (p)− ei = f(p· i−1), on peut alors réé
rire E∗
1(σ)(F)(y, j) :

E∗
1(σ)(F)(y, j) =

∑

εk>0

F(Mσx + rk−1, uk)−
∑

εk<0

F(Mσx + rk, uk).Prenons maintenant pour F un �ip Fx (Déf. 4.11). Notons respe
tivement A et B lapremière et la se
onde somme de l'équation 
i-dessus. On a E∗
1(σ)(Fx)(y, j) = A−B,et on 
al
ule :

A = Card{εk > 0 | Mσy + rk−1 = x} − Card{εk > 0 | Mσy + rk−1 = x− euk
},

B = Card{εk < 0 | Mσy + rk = x} − Card{εk < 0 | Mσy + rk = x− euk
}.Pour εk > 0 (resp. εk < 0), on a rk−1 + euk

= rk (resp. rk + euk
= rk−1). Ce
ipermet de réé
rire A et B :

A = Card{εk > 0 | rk−1 = x−Mσy} − Card{εk > 0 | rk = x−Mσy},

B = Card{εk < 0 | rk = x−Mσy} − Card{εk < 0 | rk−1 = x−Mσy}.On obtient alors (en regroupant les termes 
roisés de A et B) :
A− B = Card{εk | rk−1 = x−Mσy} − Card{εk | rk = x−Mσy}.On en déduit :

E∗
1(σ)(Fx)(y, j) = A− B =







1 si x−Mσy = r0,
−1 si x−Mσy = rl,

0 sinon.En remarquant que r0 = 0 et rl = f (σ(j)) = Mσej, on obtient �nalement :
E∗

1(σ)(Fx)(y, j) =







1 si y = M−1
σ x,

−1 si y = M−1
σ x− ej,

0 sinon,
'est-à-dire E∗
1(σ)(Fx)(y, j) = FM−1

σ x(y, j). Ce
i prouve le résultat annon
é. ⊓⊔Ainsi, les appli
ations duales agissent de manière simple sur les �ips : elles nefont que les dépla
er. Les résultats du 
hapitre 4, notamment les théorèmes 4.20 et4.21, vont alors permettre d'étendre aux surfa
es en es
alier le théorème 3.4, qui
ara
térise l'a
tion des appli
ation duales sur les plans en es
alier.Nous aurons besoin du lemme suivant :



5.1. ACTION DES APPLICATIONS DUALES 75Lemme 5.2 Soit σ un morphisme unimodulaire. S'il existe une surfa
e en es
alier
S telle que E∗

1(σ)(S) soit une fon
tion binaire, alors il existe un ve
teur α ∈ Rd
+\{0}tel que tMσα ∈ Rd

+.Preuve. Soit S une surfa
e en es
alier telle que E∗
1(σ)(S) ∈ B. Pour tout n ∈ N,on note Sn la fon
tion binaire dé�nie par :

Sn : (x, e∗
i ) 7→

{
S(x, e∗

i ) si ||x|| ≤ n,
0 sinon.Géométriquement, Sn est la restri
tion de S à la boule de rayon n 
entrée en 0.Pour n assez grand, la taille |Sn| de Sn est stri
tement positive. Par ailleurs, 
ommela suite (Sn)n tend vers S et que E∗

1(σ) est 
ontinue sur F, la suite (E∗
1(σ)(Sn))ntend vers B. En parti
ulier, il n'est pas di�
ile de voir que 
e
i implique, pour nassez grand, |E∗

1(σ)(Sn)| > 0. On peut don
, pour n assez grand, dé�nir les deuxve
teurs réels positifs et non nuls suivant :
αn =

1

|Sn|
(|Sn|1, . . . , |Sn|d), βn =

1

|E∗
1(σ)(Sn)|(|E

∗
1(σ)(Sn)|1, . . . , |E∗

1(σ)(Sn)|d).D'après la proposition 2.12, on a alors tMσαn = λnβn, ave
 :
λn =

|E∗
1(σ)(Sn)|
|Sn|

=
||tMσf(Sn)||1
||f(Sn)||1

≤ |||tMσ|||,où |||tMσ||| désigne la norme d'opérateur de tMσ. Comme ||αn||1 = ||βn||1 = 1, par
ompa
ité, on peut extraire des suites (αn)n, (βn)n et (λn)n des suites 
onvergentesde limites respe
tives α, β et λ. Par 
ontinuité de Mσ, on a en
ore tMσα = λβ,ave
 ||α||1 = 1, 
e qui termine la preuve. ⊓⊔Soulignons qu'il existe des appli
ations duales qui n'envoient au
une surfa
e enes
alier sur une fon
tion binaire. C'est, par exemple, le 
as de 
elles asso
iées auxmorphismes dont la matri
e d'in
iden
e est négative.Par ailleurs, on peut remarquer que la ré
iproque de 
e lemme est vraie. En e�et,si un ve
teur α ∈ Rd
+\{0} véri�e tMσα ∈ Rd

+, alors le théorème 3.4 assure que lasurfa
e en es
alier S = Pα,0 est envoyée sur la fon
tion binaire E∗
1(σ)(S) = PtMσα,0.Nous pouvons maintenant donner le résultat prin
ipal de 
e paragraphe, quiétend le théorème 3.6 au 
as des surfa
es en es
alier :Théorème 5.3 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l'image par E∗

1(σ) d'une sur-fa
e en es
alier est binaire, alors 
'est une surfa
e en es
alier. En d'autres termes :
E∗

1(σ)(S) ∩B ⊂ S.



76 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIERPreuve. Soit S une surfa
e en es
alier telle que E∗
1(σ)(S) soit binaire. D'après lelemme 5.2, il existe don
 un ve
teur α ∈ Rd

+\{0} tel que tMσα ∈ Rd
+. Le théorème4.20 permet alors d'é
rire S 
omme une limite de �ips faits sur le plan Pα,0 :

S = Pα,0 +
∑

k≥0

εkFxk
,où, pour tout k, εk = ±1 et xk ∈ Zd. Comme E∗

1(σ) est 
ontinue sur F (Prop. 2.11),on obtient en appliquant E∗
1(σ) :

E∗
1(σ)(S) = E∗

1(σ)(Pα,0) +
∑

k≥0

εkE
∗
1(σ)(Fxk

).D'après le théorème 3.4 et la proposition 5.1, on en déduit :
E∗

1(σ)(S) = PtMσα,0 +
∑

k≥0

εkFM−1
σ xk

.Ainsi, la fon
tion binaire E∗
1(σ)(S) est pseudo-�ip-a

essible à partir du plan enes
alier PtMσα,0. C'est don
, d'après le théorème 4.21, une surfa
e en es
alier. ⊓⊔5.1.2 Cas positifLemme 5.4 Soit σ une substitution unimodulaire. Alors, pour toute surfa
e enes
alier S, E∗

1(σ)(S) est une fon
tion binaire.Preuve. Soit S une surfa
e en es
alier. Supposons que E∗
1(σ)(S) ne soit pas binaire.Comme les fa
es de E∗

1(σ)(S) ont des 
oe�
ients positifs, 
'est qu'il existe deux fa
es
(x1, i

∗
1) et (x2, i

∗
2) de S dont les images se 
hevau
hent, 
'est-à-dire telles que, pourun entier j ∈ {1, . . . , d}, on ait :

σ(j) = p1· i1· s1 = p2· i2· s2 et M−1
σ (x1 − f(p1)) = M−1

σ (x2 − f (p2)).Notons que (x1, i
∗
1) 6= (x2, i

∗
2) entraîne p1 6= p2. Supposons, par exemple, que p2 soitplus 
ourt que p1. On déduit don
 de 
e qui pré
ède :

x1 − x2 = f(p1)− f(p2) ≥ f (i2) = ei2 .Introduisons alors les deux ve
teurs suivants :
y1 = x1 +

d∑

i=1

ei et y2 = x2 + ei2 .



5.2. DÉVELOPPEMENT DE BRUN D'UNE SURFACE 77Ce sont des sommets respe
tivement de (x1, i
∗
1) et (x2, i

∗
2), et ils véri�ent :

y1 − y2 = (x1 +
d∑

i=1

ei)− (x2 + ei2) = (x1 − x2 − ei2
︸ ︷︷ ︸

≥0

) +
d∑

i=1

ei.En d'autres termes, y1 et y2 sont des sommets de S tels que y1 − y2 a toutes ses
oordonnées stri
tement positives. Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 la proposition 4.6.On en déduit que E∗
1(σ)(S) est binaire. ⊓⊔Ce lemme permet alors de déduire du théorème 5.3 le théorème suivant, quigénéralise le 
orollaire 3.7 dans le 
as des surfa
es en es
alier :Théorème 5.5 L'appli
ation duale d'une substitution unimodulaire envoie toutesurfa
e en es
alier sur une surfa
e en es
alier.5.2 Développement de Brun d'une surfa
eOn montre i
i 
omment étendre aux surfa
es en es
alier la notion de développe-ment de Brun d'un plan en es
alier.5.2.1 Surfa
e 
ohérenteLe point 
lé 
onsiste à remarquer que la notion de palier (Déf. 3.18) peut aussiêtre utilisée pour les surfa
es en es
alier. Par exemple, la �gure 5.1 représentequelques paliers d'une surfa
e en es
alier.Rappelons que les paliers permettent de �lire� sur un plan une information par-tielle sur son ve
teur normal (Prop. 3.19). Notamment, deux fon
tions a et i ont étédé�nies sur les plans en es
alier (Déf. 3.20), qui véri�ent, pour tout α ∈ [0, 1]d\{0}et tout ρ ∈ R (Prop. 3.21) :

i(P(1,α),ρ) = min{i | αi = ||α||∞} et a(P(1,α),ρ) = ⌊||α||−1
∞ ⌋.Dans le 
as plus général d'une surfa
e, il est plus di�
ile d'interpréter l'infor-mation donnée par les paliers, puisque la notion même de ve
teur normal perd sonsens. Cependant, en notant i
i aussi respe
tivement a−i,j(S) et a+

i,j(S) l'in�mum et lesupremum des tailles des (i, j)-paliers d'une surfa
e en es
alier S, on s'aperçoit queles formules dé�nissant les fon
tions a et i sur les plans restent valables sur presquetoutes les surfa
es. Plus pré
isément, introduisons la notion suivante :Dé�nition 5.6 Une surfa
e en es
alier S est dite 
ohérente s'il existe un entier
i ∈ {1, . . . , d} tel que :

max
1≤j≤d

a+
j+1,i+1(S) ≤ 1.
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Fig. 5.1 � Cette surfa
e en es
alier a des (1, 3)-paliers de taille 2 ou 3 (en
adrés, àgau
he), des (1, 2)-paliers de taille 2, 3 ou 4 (au 
entre) et des (3, 2)-paliers de taille
1, 2 ou 3 (à droite).Intuitivement, une surfa
e est 
ohérente si l'on peut dé�nir l'indi
e de la plusgrande 
oordonnée d'un éventuel ve
teur normal (si jamais 
ette surfa
e est plane).On peut alors étendre les fon
tions a et i sur les surfa
es 
ohérentes :

i(S) = min
1≤i≤d

{i | max
1≤j≤d

a+
j+1,i+1(S) ≤ 1} et a(S) = a−1,i(S)+1(S).Notons qu'une surfa
e est 
ohérente si et seulement si elle ne 
ontient pas à lafois un (i + 1, j + 1)-palier et un (j + 1, i + 1)-palier qui soient tous les deux detaille supérieure à 2. Par exemple, on véri�e aisément que la surfa
e en es
alierreprésentée sur la �gure 4.1 n'est pas 
ohérente, alors que 
elle représentée sur la�gure 5.1 l'est.1 En parti
ulier, on en déduit qu'une surfa
e qui n'est pas 
ohérentene peut pas être un plan, 
ar sinon on déduirait de la proposition 3.19 que le ve
teurnormal d'un tel plan aurait deux 
oordonnées αi+1 et αj+1 véri�ant :

αi+1 < αj+1 et αj+1 < αi+1.Cependant, une surfa
e 
ohérente n'est pas né
essairement un plan. La notion de
ohéren
e permet seulement de dis
riminer les surfa
es qui sont �potentiellementplanes� de 
elles qui sont �
lairement non planes�.5.2.2 Algorithme de Brun géométriqueLe paragraphe pré
édent a montré que les fon
tions a et i, initialement intro-duites pour déduire d'un plan l'information né
essaire à 
al
uler son développement1Du moins, la partie �nie qui en est représentée n'ex
lut pas qu'elle soit 
ohérente.



5.2. DÉVELOPPEMENT DE BRUN D'UNE SURFACE 79de Brun, sont en fait dé�nies sur toute surfa
e en es
alier 
ohérente. Montrons que
ela permet de prolonger naturellement l'appli
ation T̃ (Déf. 3.23) aux surfa
es.Rappelons que T̃ a été dé�nie (Déf. 3.23) sur le sous-ensemble P∃\P∀ de P
onstitué des plans en es
alier dont le ve
teur normal peut s'é
rire (1,α), ave

α ∈ [0, 1]d. Par analogie, on introduit les deux sous-ensembles de S suivants :

S∃ = {S ∈ S | ∃a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗
1(β

−1
a,i )(S) ∈ S},

S∀ = {S ∈ S | ∀a ∈ N∗, ∀i ∈ {1, . . . , d}, E∗
1(β

−1
a,i )(S) ∈ S}.On a alors :

P∃ = S∃ ∩P et P∀ = S∀ ∩P.En parti
ulier, P∃\P∀ est in
lus dans S∃\S∀. L'appli
ation T̃ se prolonge don
naturellement sur toute surfa
e 
ohérente de S∃\S∀ en posant :
T̃ (S) = E∗

1(β
−1
a(S),i(S))(S). (5.1)L'intérêt de la dé�nition initiale de l'appli
ation T̃ était de 
al
uler le dévelop-pement de Brun d'un plan en es
alier. En parti
ulier, 
ela suppose que T̃ puisseêtre itérée, 
'est-à-dire qu'elle envoie un plan sur un plan. Si on veut, par analogie,
al
uler le développement de Brun d'une surfa
e en es
alier, il faut don
 que T̃ ,prolongée, puisse aussi être itérée, 
'est-à-dire qu'elle envoie une surfa
e sur unesurfa
e. La proposition suivante montre que 
'est bien le 
as :Proposition 5.7 L'image par T̃ d'une surfa
e 
ohérente de S∃\S∀ est une surfa
een es
alier.Preuve. Soit S une surfa
e 
ohérente. Les entiers a(S) et i(S) sont don
 bien dé�nis.Soit alors B la fon
tion binaire dé�nie, pour tout ve
teur x de Zd+1, par :

B(x, 1) = S(Ba(S),i(S)x, i(S) + 1),

B(x, i(S) + 1) = S(Ba(S),i(S)x− aei(S)+1, 1),et, pour j /∈ {1, i(S) + 1} :
B(x, j) = S(Ba(S),i(S)x, j).Les dé�nitions des entiers a(S) et i(S) assurent que si S(y, i(S) + 1) = 1, alors

S(y − kei(S)+1, 1) = 1, pour k = 0, . . . , a(S)− 1 (taille minimale d'un (1, i(S) + 1)-palier). On en déduit que l'image de B par E∗
1(βa(S),i(S)) est la surfa
e en es
alier S(voir Déf. 3.17). On en déduit :

T̃ (S) = E∗
1(β

−1
a(S),i(S))(S) = B ∈ B.Le théorème 5.3 permet alors de 
on
lure que T̃ (S) est une surfa
e en es
alier. ⊓⊔On dé�nit alors le développement de Brun d'une surfa
e en es
alier par analogieave
 le 
as d'un plan en es
alier :



80 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIERDé�nition 5.8 Le développement de Brun d'une surfa
e en es
alier S est la suite
(an, in)n≥0 dé�nie, tant que T̃ n(S) est une surfa
e 
ohérente de S∃\S∀, par :

an = a(T̃ n(S)) et in = i(T̃ n(S)).Ce développement est dit dégénéré s'il existe n tel que T̃ n(S) /∈ S∃.Les �gures 5.2 et 5.3 illustrent 
e
i dans le 
as de développements �nis, respe
-tivement non dégénéré et dégénéré.

Fig. 5.2 � Appli
ations itérées de T̃ sur une surfa
e en es
alier (de gau
he à droite).Cette surfa
e a le même développement de Brun que le plan de la �gure 3.5, maisla dernière itération tombe dans S∀\P∀ (et n'est pas 
ohérente).

Fig. 5.3 � Appli
ations itérées de T̃ sur une surfa
e en es
alier (de gau
he à droite).Cette surfa
e a également le même développement de Brun que plan de la �gure3.5, mais la dernière itération tombe hors de S∃ (il s'agit d'un 
as dégénéré).Notons que seuls les développements �nis peuvent être dégénérés, et qu'un planen es
alier n'a jamais de développement dégénéré (
ar T̃ (P∃\P∀) ⊂ P∃).
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ommunsRappelons qu'un plan en es
alier a le même développement de Brun qu'un ve
-teur α si et seulement si 
e plan admet (1,α) pour ve
teur normal. Par 
ontre, il estplus di�
ile de 
ara
tériser les surfa
es en es
alier qui ont le même développementde Brun qu'un ve
teur donné. On s'intéresse à 
e problème dans 
e paragraphe, ense restreignant au 
as des développements non dégénérés (Déf. 5.8).5.3.1 Quasi-plan en es
alierOn introduit i
i une 
lasse de surfa
es en es
alier utile pour la suite :Dé�nition 5.9 Soit α ∈ Rd
+\{0} et ρ ∈ R. Un quasi-plan en es
alier de ve
teurnormal α et d' inter
ept ρ et de défaut D est une surfa
e en es
alier S de la forme :
S = Pα,ρ +

∑

x∈D

Fx,où D est un sous-ensemble du réseau Dα,ρ dé�ni par :
Dα,ρ = {x ∈ Zd | 〈x|α〉 = ρ}.Dans la suite, on note S ≃ Pα,ρ pour signi�er que S est un quasi-plan en es
alierde paramètres α et ρ (et de défaut quel
onque). Un plan est un don
 
as parti
ulierde quasi-plan. La �gure 5.4 illustre 
ette notion.

Fig. 5.4 � Un quasi-plan de paramètres α et ρ se déduit du plan Pα,ρ en ajoutantdes �ips lo
alisés dans le réseau Dα,ρ (i
i de rang 2, représenté par des points noirs).Par ailleurs, il n'est pas di�
ile de montrer qu'une limite de plans est un quasi-plan :
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tivement (αn)n et (ρn)n deux suites de Rd
+\{0} et Rde limites α 6= 0 et ρ. Si la suite (Pαn,ρn

)n 
onverge dans F, alors sa limite est unquasi-plan en es
alier de paramètres α et ρ :
lim

n→∞
Pαn,ρn

≃ Pα,ρ.Notons que la 
onvergen
e des paramètres d'une suite de plans n'entraîne pas la
onvergen
e de 
ette suite, et que la limite d'une suite de plans n'est pas né
essai-rement un plan. De plus, la ré
iproque de la proposition pré
édente est 
lairementfausse, 
omme l'illustre la �gure 5.5, qui représente deux quasi-plans de défautsdi�érents � un seul des deux étant une limite de plans.

Fig. 5.5 � La limite d'une suite de plans en es
alier, si elle existe, est un quasi-planen es
alier (à gau
he - les �ips du défaut fon
és). Inversement, un quasi-plan enes
alier qui n'est pas toujours la limite d'une suite de plans en es
alier (à droite).En outre, ajouter à un plan Pα,ρ des �ips lo
alisés dans un défaut D ⊂ Dα,ρne 
onduit pas né
essairement à un quasi-plan : il faut en e�et, par dé�nition, quela fon
tion obtenue soit une surfa
e en es
alier. La proposition suivante donne une
ondition né
essaire et su�sante pour que 
e soit le 
as :Proposition 5.11 Soit α ∈ Rd
+\{0}, ρ ∈ R et D ⊂ Dα,ρ. On dé�nit Q ∈ F par :
Q = Pα,ρ +

∑

x∈D

Fx.Alors, Q est un quasi-plan si et seulement si on a, pour tout i :
〈α|ei〉 = 0 ⇒ D ⊂ D + ei.



5.3. DÉVELOPPEMENTS COMMUNS 83Preuve. Soit (x, i) ∈ Zd × {1, . . . , d}. On 
al
ule :
Pα,ρ(x, i) x ∈ D ? x + ei ∈ D ? Q(x, i)0 non non 00 non oui -10 oui non 10 oui oui 01 non non 11 non oui 01 oui non 21 oui oui 1Si Q est un quasi-plan en es
alier, alors 
'est une fon
tion binaire. On a don
bien D ⊂ D+ei, sauf éventuellement à la sixième ligne. Dans 
e 
as, Pα,ρ(x, i) = 1entraîne 〈x|α〉 < ρ, et x+ei ∈ D entraîne 〈x+ei|α〉 = ρ. On en déduit que 〈α|ei〉n'est pas nul. Inversement, si D ⊂ D + ei, alors Q est binaire, sauf éventuellementà la deuxième ou à la septième ligne. Dans le premier 
as, x + ei ∈ D entraîne

〈x + ei|α〉 = ρ, et Pα,ρ(x, i) = 1 entraîne 〈x + ei|α〉 ≤ ρ. On en déduit que 〈α|ei〉est nul. Le se
ond 
as est en fait impossible, 
ar Pα|ρ(x, i) = 1 entraîne 〈x,α〉 < ρ,alors que x ∈ D entraîne 〈x|α〉 = ρ. On en 
on
lut que Q est binaire. Comme Q estpseudo-�ip-a

essible depuis un plan, le théorème 4.20 assure alors que 
'est bienune surfa
e. ⊓⊔En parti
ulier, on déduit de la proposition pré
édente que les (1, i)-paliers d'unquasi-plan de ve
teur normal e1 sont tous in�nis (i 6= 1). En e�et, si (x, 1∗) est unefa
e d'un quasi-plan de paramètres e1 et ρ et de défaut D, alors soit x ∈ D, auquel
as, pour tout k ≥ 0, x− kei ∈ D, et la fa
e (x, 1∗) fait partie du (1, i)-palier in�nidé�nie par :
∑

k≥0

(x− kei, 1
∗),soit x /∈ D, auquel 
as, pour tout k ≥ 0, x + kei /∈ D, et la fa
e (x, 1∗) fait partiedu (1, i)-palier in�ni dé�nie par :

∑

k≥0

(x + kei, 1
∗).Ce
i 
onduit à une nouvelle 
ara
térisation de l'ensemble S∀ (introduit au débutdu paragraphe 5.2.2) :Proposition 5.12 L'ensemble des quasi-plans de ve
teur normal e1 est égal à S∀.En�n, une preuve 
alquée sur 
elle du théorème 3.4 montre :Théorème 5.13 Soit σ un morphisme unimodulaire. Si l'image par E∗

1(σ) d'unquasi-plan en es
alier de paramètres α et ρ et de défaut D est binaire, alors 
'estun quasi-plan en es
alier de paramètres tMσα et ρ et de défaut M−1
σ D.



84 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIER5.3.2 Une 
ondition né
essaireCe paragraphe est 
onsa
ré à démontrer la 
ondition né
essaire suivante :Théorème 5.14 Si une surfa
e en es
alier S a un développement de Brun nondégénéré identique au développement de Brun d'un ve
teur α ∈ [0, 1]d, alors S unquasi-plan de ve
teur normal (1,α).Le 
as d'un développement �ni se prouve fa
ilement. En e�et, si S a un déve-loppement de Brun non dégénéré de longueur N , alors, par dé�nition, T̃N(S) ∈ S∀.D'après la proposition 5.12, T̃N(S) est don
 un quasi-plan de ve
teur normale e1.Le théorème 5.13 appliqué au morphisme βa1,i1 ◦ . . . ◦ βaN ,iN , où (an, in) est le déve-loppement de S, assure alors que S (qui est une fon
tion binaire) est un quasi-plande ve
teur normal (1,α).Le 
as d'un développement in�ni né
essite plusieurs lemmes te
hniques. L'idéedire
tri
e est que, à 
ause de la 
onvergen
e faible de l'algorithme de Brun, itérerl'appli
ation T̃ sur une surfa
e formée de �ips ajoutés à un plan aura tendan
e à
on
entrer 
es �ips. Lo
alement, la surfa
e deviendra don
 de plus en plus �tordue�,jusqu'à sortir de S∃, 
e qui 
orrespond à un développement dégénéré. La �gure 5.3illustre assez bien 
ela. Pour avoir un développement non dégénéré, une surfa
e nedoit don
 di�érer d'un plan que par des �ips qui �é
happent� à 
et e�et de 
on
en-tration. Il s'avère qu'une telle surfa
e est alors un quasi-plan.Lemme 5.15 Soit x un ve
teur entier ni stri
tement positif ni stri
tement négatif.Alors, l'enveloppe 
onvexe de {e1, . . . , ed} 
ontient un ve
teur réel orthogonal à x.Preuve. Notons x = (x1, . . . , xd). S'il existe i tel que xi = 0, alors ei 
onvient. Si-non, soit i et j tels que xi > 0 et yj < 0. On véri�e que xi

|xi−xj |ej− xj

|xi−xj |ei 
onvient. ⊓⊔Dans 
e qui suit, on note d(x,Rα) (resp. d(x,α⊥)) la distan
e d'un ve
teur xà la droite Rα (resp. à l'hyperplan de ve
teur normal α). Le lemme suivant, soitse voit géométriquement (en termes d'angles de 
�nes d'axe Rα), soit se démontrepar un 
al
ul (voir [16℄) :Lemme 5.16 Soit x et y deux ve
teurs réels orthogonaux. Alors, on a :
∀α ∈ Rd,

d(x,Rα)

d(x,α⊥)
≤ a ⇒ d(y,Rα)

d(y,α⊥)
≥ 1

aLemme 5.17 Soit α ∈ [0, 1]d et r ≥ 0. Alors, il existe un entier N tel que :
(n ≥ N, x ∈ S, 〈B−1

n x|(1,α)〉 6= 0) ⇒ ||B−1
n x|| ≥ r,où (an, in)n≥0 est le développement de Brun de α, Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in et S estl'ensemble des ve
teurs entiers ni stri
tement positifs ni stri
tement négatifs.



5.3. DÉVELOPPEMENTS COMMUNS 85Preuve. Introduisons le nombre réel positif suivant :
ar = min{d(y, (1,α)⊥) | y ∈ S, 〈y|(1,α)〉 6= 0, ||y|| ≤ r}.Soulignons que les hypothèses assurent que 
e nombre est non nul. Notons alors,premièrement, que la faible 
onvergen
e de l'algorithme de Brun assure qu'il existeun entier N tel que :

(n ≥ N, u ∈ Conv({e1, . . . , ed+1})) ⇒
d(Bnu,R(1,α))

d(Bnu, (1,α)⊥)
<
ar

r
,où Conv(A) désigne l'enveloppe 
onvexe de A. Notons, deuxièmement, que le lemme5.15 permet d'asso
ier à tout ve
teur x ∈ S un ve
teur u ∈ Conv({e1, . . . , ed+1})qui lui est orthogonal (en parti
ulier, pour tout n, on a 〈B−1

n x|Bnu〉 = 〈x|u〉 = 0).Le lemme 5.16 relie alors les deux points pré
édents et assure :
(
n ≥ N, x ∈ S, 〈B−1

n x|(1,α)〉 6= 0
)
⇒ d(B−1

n x,R(1,α))

d(B−1
n x, (1,α)⊥)

≥ r

ar

.Soulignons que si ||B−1
n x|| ≤ r, alors on a d(B−1

n x,R(1,α)) ≤ ||B−1
n x|| ≤ r et

d(B−1
n x, (1,α)⊥) ≥ ar. On en déduit que l'inégalité du membre droit de l'équation
i-dessus ne peut être véri�ée que si ||B−1

n x|| ≥ r. Ce
i prouve le résultat annon
é. ⊓⊔On peut alors terminer la preuve du théorème 5.14 dans le 
as d'un développe-ment in�ni. Notons (an, in)n le développement (in�ni) 
ommun à α et S. D'aprèsle théorème 4.20, on peut é
rire, pour tout n :
T̃ n(S) = Pµ−1

n B−1
n (1,α),0 +

∑

k≥0

εk,nFxk,n
,où µn = ||T 0(α)||∞ × . . .× ||T n(α)||∞ et Bn = Ba0,i0 . . . Ban,in. On a alors :

S = P(1,α),0 +
∑

k≥0

εk,nFB−1
n xk,n

. (5.2)Comme deux surfa
es égales à translation près ont le même développement deBrun, on peut supposer sans restri
tion de généralité que 0 est un sommet de S.On en déduit, d'après la proposition 4.6, que pour tout k et tout n, B−1
n xk,n n'estni stri
tement positif ni stri
tement négatif. En faisant tendre n vers l'in�ni dansl'équation (5.2), on déduit du lemme 5.17 qu'il existe une suite (εk)k de Z et unesuite (yk)k véri�ant, pour tout k, 〈yk|(1,α)〉 = 0, telles que S s'é
rive :

S = P(1,α),0 +
∑

k≥0

εkFyk
.De plus, pour tout k, on a εk = 1 
ar sinon S ne serait pas binaire. Ce
i montre,selon la dé�nition 5.9, que S est un quasi-plan de ve
teur normal (1,α).Le théorème 5.14 est don
 prouvé.



86 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIER5.3.3 Cara
térisation dans le 
as rédu
tibleLa 
ondition né
essaire donnée par le théorème 5.14 s'avère ne pas être su�sante,
'est-à-dire que le développement de Brun d'un quasi-plan en es
alier de ve
teur nor-mal (1,α) n'est pas toujours identique à 
elui du ve
teur α. Ce
i notamment par
eque de nombreux quasi-plans ont des développements de Brun dégénérés, 
ommel'illustrent la �gure 5.6 ou l'exemple 5.18.

Fig. 5.6 � Deux quasi-plans de ve
teur normal (1, 1/3, 2/3). Quelques itérations de
T̃ montrent que le premier (à gau
he) a un développement de Brun �ni identique à
elui du ve
teur (1/3, 2/3), tandis que le se
ond (à droite) a un développement deBrun dégénéré (pré�xe stri
t du développement de Brun de (1/3, 2/3)).Exemple 5.18 Soit α = (

√
2 − 1, 2 −

√
2) et ρ = 0. Notons que les 
oordon-nées de α sont liées sur Q. Un 
al
ul montre que α admet le développement in�ni

[(1, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1)]. Par ailleurs, on a :
D(1,

√
2−1,2−

√
2),0 = Z(e1 − e2 − e3).Pourtant, parmi les quasi-plans de ve
teur normal (1,

√
2− 1, 2−

√
2), seuls ont undéveloppement de Brun non dégénéré 
eux dont le défaut est de la forme :

Da = {k(e1 − e2 − e3) | k ≤ a}où a ∈ Z. En e�et, si le défaut n'est pas de 
ette forme, on véri�e que la deuxièmeitération de T̃ tombe hors de S∃. La �gure 5.7 illustre 
ela. Notons que 
e
i vauten parti
ulier pour un défaut de la forme :
D′

a = {k(e1 − e2 − e3) | k ≥ a},bien qu'un tel quasi-plan puisse être obtenu 
omme limite d'une suite de plans.
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Fig. 5.7 � Un quasi-plan de ve
teur normal (1,
√

2− 1, 2−
√

2) (à gau
he - �ips dudéfaut fon
és) peut avoir un développement de Brun dégénéré. En e�et, la troisièmeitération de T̃ montre que le défaut doit avoir une forme bien parti
ulière (à droite -�ips du défaut fon
és. Le �ip en
adré à droite est l'image du �ip en
adré à gau
he :son absen
e rendrait la fon
tion non binaire, don
 le développement dégénéré).Ce problème nous a 
onduit à nous restreindre au 
as rédu
tible :Dé�nition 5.19 Un ve
teur α ∈ [0, 1]d est dit rédu
tible au rang N si le nombrede 
oordonnées non nulles de TN(α) égale la dimension du Q-espa
e ve
toriel Q[α].Le théorème 3.13 montre que tout ve
teur rationnel est rédu
tible : le rang de ré-du
tibilité est simplement la longueur du développement (�ni) de 
e ve
teur. Quantà un ve
teur totalement irrationnel, 
'est-à-dire dont les 
oordonnées sont libres sur
Q, il est lui aussi rédu
tible : le rang de rédu
tibilité est toujours nul.Cependant, tous les ve
teurs ne sont pas rédu
tibles. Considérons l'exemplesuivant, tiré de [23℄. Soit α ∈ [0, 1]3 dé�ni par :

α =

(
1

2− λ2
,

1− λ
2− λ2

,
λ

2− λ2

)

,où λ est la ra
ine réelle de X3 − 3X + 1 (λ ≃ 0.3473). Un 
al
ul montre que
T 6(α) = α. Il dé
oule de la dé�nition de T (Déf. 3.8) qu'une 
oordonnée nullereste nulle par appli
ation de T . On en déduit que les trois 
oordonnées de T n(α)sont toujours non nulles. Or la dimension du Q espa
e ve
toriel Q[α] vaut deux (ladeuxième 
oordonnée de α est égale à la première moins la troisième). Don
, pardé�nition, α n'est pas rédu
tible.Dans 
e 
adre, on montre alors la 
ondition né
essaire et su�sante suivante :



88 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIERThéorème 5.20 Une surfa
e en es
alier S a un développement de Brun non dégé-néré identique au développement de Brun d'un ve
teur α rédu
tible au rang N si etseulement si l'image de S par T̃N est un quasi-plan de ve
teur normal (1, TN(α)).I
i en
ore, la preuve né
essite quelques lemmes te
hniques. L'idée est de prouverd'abord le 
as d'un ve
teur totalement irrationnel (
'est-à-dire dont les 
oordonnéessont libres sur Q), puis de se ramener à 
e 
as grâ
e à l'hypothèse de rédu
tibilité.Le premier lemme, illustré par la �gure 5.8, porte sur des paliers (Déf. 3.18) :Lemme 5.21 Soit α un ve
teur totalement irrationnel et ρ ∈ R. Supposons qu'ilexiste x ∈ Zd tel que 〈x|α〉 = ρ. Alors, Pα,ρ + Fx est un quasi-plan qui, pour tout
i et tout j, a les mêmes tailles de (i, j)-paliers que Pα,ρ.Preuve. Fixons i et j dans {1, . . . , d} et notons α = (α1, . . . , αd). Remarquonsd'abord qu'il y a deux tailles distin
tes de (i, j)-paliers, 
ar sinon on déduirait dela proposition 3.19 que ⌊αi/αj⌋ = ⌈αi/αj⌉, 
'est-à-dire αi/αj ∈ Z, 
e qui est ex
lu.Le palier dont la taille est dé
rémentée par le �ip est de la forme :

a∑

k=0

(x− ei + kej, i
∗).Comme 
'est un palier de Pα,ρ, on a en parti
ulier :

〈x− ei + aej |α〉 > ρ.Or, on 
al
ule :
〈x− ei + aej |α〉 = 〈x|α〉 − αi + aαj = ρ− αi + aαj .On a don
 a > αi/αj , et on déduit de la proposition 3.19 que 
'est un grand palier.2Similairement, le palier dont la taille est in
rémentée par le �ip est de la forme :

a∑

k=0

(x− kej, i
∗).Comme 
'est un palier de Pα,ρ, on a en parti
ulier :

〈x− aej + ei|α〉 ≥ ρ.Or, on 
al
ule :
〈x− aej + ei|α〉 = 〈x|α〉 − aαj + αi = ρ− aαj + αi.2Rappelons qu'un plan en es
alier a toujours au plus deux tailles de paliers (exa
tement deuxdans le 
as irrationnel i
i étudié). On appelle naturellement �grand palier� le plus grand des deux,et �petit palier� l'autre.
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 a ≤ αi/αj, et même a < αi/αj puisque αi/αj /∈ Z. On déduit de laproposition 3.19 que 
'est un petit palier.Ainsi, 
e �ip in
rémente la taille d'un petit palier et dé
rémente 
elle d'un grandpalier. On en déduit le résultat. ⊓⊔

Fig. 5.8 � Un quasi-plan dont le ve
teur normal est totalement irrationnel a, globa-lement, les mêmes tailles de paliers qu'un plan de même ve
teur normal (à gau
he- l'unique �ip du défaut étant fon
é). C'est en général faux pour un ve
teur normalquel
onque (à droite - le �ip du défaut étant fon
é).Ce lemme permet de prouver la proposition suivante :Proposition 5.22 Si α ∈ [0, 1]d est un ve
teur totalement irrationnel, alors toutquasi-plan de ve
teur normal (1,α) a le même développement de Brun que α.Preuve. Soit (an, in)n le développement (in�ni) de α. Soit S ≃ P(1,α),ρ un quasi-plan. Comme α est, en parti
ulier, libre sur Q, il existe au plus un ve
teur x ∈ Zdtel que 〈x|α〉 = ρ. Le défaut de S 
omporte don
 au plus un �ip. Si 
e �ip n'estpas dans le défaut, alors S = P(1,α),ρ, et le résultat est a
quis. Sinon, le lemme 5.21montre que 
e �ip ne modi�e pas, globalement, les tailles des paliers de P(1,α),ρ.On a don
 a0 = a(P(1,α),ρ) = a(S) et i0 = i(P(1,α),ρ) = i(S). Comme T (α) restetotalement irrationnel, on en déduit le résultat par ré
urren
e. ⊓⊔On se sert alors de 
ette proposition pour prouver le théorème 5.20 :Preuve. Si S a le même développement que α, le théorème 5.14 assure que 
'estun quasi-plan de ve
teur normal (1,α), et le théorème 5.13 assure alors que T̃N(S)est un quasi-plan de ve
teur normal (1, TN(α)).



90 CHAPITRE 5. DÉVELOPPEMENT DE SURFACE EN ESCALIERInversement, supposons que T̃N(S) soit un quasi-plan de ve
teur normal (1, TN(α)).Le théorème 5.14 assure que S est un quasi-plan de ve
teur normal (1,α). Or ledéveloppement d'un ve
teur étant unique, le fait que T̃N(S) soit un quasi-plan deve
teur normal (1, TN(α)) montre que les développements de Brun de S et α par-tagent les mêmes N premiers termes.Si le développement de S est �ni, alors TN(α) = 0 et T̃N(S) et don
 un quasi-plande ve
teur normal e1. En parti
ulier, le développement de S n'est pas dégénéré.Si le développement de S est in�ni, il est alors for
ément non dégénéré, et α étantrédu
tible au rang N , on peut supposer que TN(α) s'é
rit (β, 0), où β est un ve
-teur totalement irrationnel. On déduit alors de la proposition 5.11 et du lemme 5.21que T̃N(S) a, globalement, les mêmes tailles de palier que le plan de ve
teur normal
(1, TN(α)). Ce
i restant vrai en appliquant T̃ , on en déduit que T̃N(S) a le mêmedéveloppement de Brun que TN(α). Les développements de Brun de S et α sontdon
 aussi identiques à partir du (N + 1)-ème terme.Le développement de Brun de S est don
 non dégénéré et identique à 
elui de α. ⊓⊔En résumé, si toute surfa
e en es
alier ayant le même développement de Brunqu'un ve
teur α est né
essairement un quasi-plan de ve
teur normal (1,α), seuls
ertains quasi-plans de ve
teur normal (1,α) ont le même développement de Brunque le ve
teur α.



Chapitre 6Génération et re
onnaissan
e de planDans 
e 
hapitre, nous montrons 
omment appliquer les résultats des 
hapitrespré
édents en géométrie dis
rète, plus pré
isément dans le 
adre des problèmes degénération et de re
onnaissan
e de plans dis
rets (r�le joué par les plans en es
alier).On 
ommen
e par introduire les mor
eaux de plans en es
alier et étudier l'a
tiondes appli
ations duales sur 
es mor
eaux (paragraphe 6.1).On expose ensuite, au paragraphe 6.2, trois pro
édés di�érents pour engendrerun plan en es
alier. Le premier 
onsiste à itérer une appli
ation duale sur un mor-
eau �ni de plan en es
alier, et à engendrer ainsi � sous 
ertaines 
onditions � desmor
eaux de plus en plus grands de 
e plan (Th. 6.9). Ce résultat a été publiédans [56℄. Le se
ond pro
édé repose sur les résultats du 
hapitre 5 : en itérant uneappli
ation duale adéquate sur une surfa
e en es
alier, on obtient � sous 
ertaines
onditions � une suite de surfa
es en es
alier 
onvergeant vers le plan en es
alierdésiré (Th. 6.10). En�n, le dernier pro
édé 
onsiste à engendrer un plan dont leve
teur normal a des 
oordonnées rationnelles à partir d'un domaine fondamen-tal, 
'est-à-dire d'un mor
eau de plan �ni engendrant tout 
e plan par périodi
ité.On montre 
omment 
onstruire un domaine fondamental de taille minimale grâ
eaux appli
ations duales asso
iées au développement en fra
tion 
ontinue du ve
-teur normal du plan que l'on veut engendrer (6.14). Ce résultat a été publié dans[58℄. Notons que 
e dernier pro
édé peut être vu 
omme une généralisation multi-dimensionnelle d'un pro
édé exposé dans [14℄ pour engendrer des droites dis
rètes.En 
e qui 
on
erne la re
onnaissan
e de plan, étudiée au paragraphe 6.3, ondé
rit un algorithme qui généralise la méthode de re
onnaissan
e de droite exposéeau 
hapitre 1 : on 
al
ule le développement d'une fon
tion binaire et on en déduitsa nature � plan en es
alier ou non (Th. 6.25). La 
omplexité d'un tel algorithmeest �nalement dis
utée. Ce résultat a été publié dans [58℄.91



92 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLAN6.1 Mor
eau de plan et appli
ation dualeDé�nition 6.1 Soit P ∈ P un plan en es
alier. Un mor
eau de P est une fon
tionbinaire inférieure à P. En parti
ulier, l'interprétation géométrique d'un mor
eau deplan est in
luse dans 
elle du plan en question.Rappelons que selon la terminologie habituelle propre aux fon
tions à valeurdans un ensemble ordonné � 
e qui 
on
erne en parti
ulier les plans en es
alier etles fon
tions binaires � une fon
tion est inférieure (ou supérieure) à une autre si,en 
haque point, la valeur de la première est inférieure (ou supérieure) à la valeurde la se
onde. La �gure 6.1 représente un mor
eau de plan.

Fig. 6.1 � Un mor
eau �ni (de taille 405) du plan en es
alier de la �gure 3.1.Une appli
ation duale étant dé�nie sur tout l'ensemble F, elle est en parti
ulierdé�nie sur les mor
eaux de plan. Cependant, si σ est un morphisme unimodulairequel
onque, alors l'image d'un mor
eau de plan par E∗
1(σ) 
omporte généralementdes fa
es à 
oe�
ients négatifs et n'est don
 pas un mor
eau de plan. La suite de
e paragraphe est dédiée à deux 
as parti
uliers qui seront utiles par la suite.Le premier 
as parti
ulier est 
elui des substitutions. On a alors :Proposition 6.2 Soit α ∈ Rd

+\{0} et ρ ∈ R. L'appli
ation duale d'une substitutionunimodulaire σ envoie un mor
eau du plan en es
alier Pα,ρ sur un mor
eau du planen es
alier PtMσα,ρ.Preuve. Soit B un mor
eau de Pα,ρ. Il est fa
ile de voir que l'ensemble des fon
tionspositives de F est stable par l'appli
ation duale d'une substitution. Le mor
eau Bétant positif, son image E∗
1(σ)(B) l'est aussi. De même, la fon
tion Pα,ρ−B est posi-tive (
'est le mor
eau de Pα,ρ 
omplémentaire de B), don
 son imageE∗

1(σ)(Pα,ρ−B)l'est aussi. Or on a :
E∗

1(σ)(Pα,ρ − B) = E∗
1(σ)(Pα,ρ)−E∗

1(σ)(B) = PtMσα,ρ −E∗
1(σ)(B).



6.1. MORCEAU DE PLAN ET APPLICATION DUALE 93On en déduit : 0 ≤ E∗
1(σ)(B) ≤ PtMσα,ρ, 
e qui prouve le résultat. ⊓⊔Notamment, en itérant une appli
ation duale de substitution sur un mor
eau deplan, on obtient une suite de mor
eaux de plans, généralement de taille 
roissantepuisque 
haque fa
e est envoyée sur une 
ombinaison linéaire à 
oe�
ients positifsde fa
es (voir Fig. 6.2). Ce
i explique le terme de substitution généralisée parfoisemployé pour les appli
ations duales de substitution.

Fig. 6.2 � En itérant l' appli
ation duale de substitution sur un mor
eau de plan,on obtient une suite de mor
eaux de taille 
roissante (de gau
he à droite).Le se
ond 
as parti
ulier est 
elui des désubstitutions, 
'est-à-dire des mor-phismes inverses d'une substitution. Introduisons d'abord la notion de σ-pavage :Dé�nition 6.3 Soit σ une substitution unimodulaire. Soit B une fon
tion binaire.Un σ-pavage de B est un sous-ensemble E ⊂ Zd × {1, . . . , d} tel que :
B =

∑

(x,i)∈E

x + E∗
1(σ)(0, i∗).

Fig. 6.3 � Fon
tion binaire admettant un β2,2-pavage, où β2,2 est une substitutionde Brun (Déf. 3.17, voir aussi Fig. 3.3). On peut voir 
e β2,2-pavage 
omme unpavage par trois types de tuiles (en
adrées en noir).La �gure 6.3 illustre 
ette notion. Le terme pavage vient du fait que si E estun σ-pavage d'une fon
tion binaire B, alors les interprétations géométriques de
x + E∗

1(σ)(0, i∗), pour x ∈ E, forment un pavage de B (au sens le plus générald'un pavage, tel que rappelé au 
hapitre 1). La proposition suivante montre qu'un
σ-pavage, s'il existe, est unique :



94 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLANProposition 6.4 Si σ est une substitution unimodulaire inversible, alors toutefon
tion binaire admet au plus un σ-pavage.Preuve. Supposons que B admette un σ-pavage E :
B =

∑

(x,i)∈E

x + E∗
1(σ)(0, i∗).On 
al
ule alors :

B =
∑

(x,i)∈E

x + E∗
1(σ)(0, i∗) =

∑

(x,i)∈E

E∗
1(σ)(Mσx, i

∗) = E∗
1(σ)




∑

(x,i)∈E

(Mσx, i∗)



 .On en déduit :
E∗

1(σ
−1)(B) =

∑

(x,i)∈E

(Mσx, i∗).On a don
 :
(x, i) ∈ E ⇔ E∗

1(σ
−1)(B)(Mσx, i) = 1,
e qui montre que E est entièrement 
ara
térisé par B. ⊓⊔La notion de σ-pavage permet notamment de donner une 
ara
térisation desmor
eaux de plan qui se désubstituent en mor
eaux de plan :Proposition 6.5 Soit σ une substitution unimodulaire inversible. L'image d'unplan en es
alier P par E∗

1(σ
−1) est un plan si et seulement si P est σ-pavable.De plus, si 
'est le 
as, alors l'image d'un mor
eau B de P est un mor
eau de

E∗
1(σ

−1)(P) si et seulement si B admet un σ-pavage in
lus dans 
elui de P.Preuve. Supposons que E∗
1(σ

−1)(P) soit un plan et notons E ′ son support.1 Enappliquant E∗
1(σ), on obtient :
P =

∑

(x,i)∈E′

E∗
1(σ)(x, i) =

∑

(x,i)∈E′

M−1
σ x + E∗

1(σ)(0, i),
e qui montre que E = {(M−1
σ x, i) | (x, i) ∈ E ′} est un pavage de P. Inversement,supposons que E soit un pavage de P. On 
al
ule alors :

E∗
1(σ

−1)(P) =
∑

(x,i)∈E

M−1
σ x + (0, i∗).L'image de P par E∗

1(σ
−1) est don
 binaire : le théorème 3.6 assure alors que 
'estun plan en es
alier. Considérons maintenant un mor
eau B de P. Si son image par1C'est-à-dire, selon la dé�nition 2.4, le sous-ensemble de Zd×{1, . . . , d} où 
e plan (qui est unefon
tion de F) ne s'annule pas.
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E∗

1(σ
−1) est un mor
eau de plan, alors son support est in
lus dans le support E ′
i-dessus. On en déduit, en appliquant E∗

1(σ), un σ-pavage in
lus (au sens des par-ties de Zd × {1, . . . , d}, 
.f. Déf. 6.3) dans 
elui de P. Inversement, si B admet un
σ-pavage in
lus dans 
elui de P, alors on en déduit que E∗

1(σ
−1)(B) est inférieure à

E∗
1(σ

−1)(P), et en est don
 un mor
eau. ⊓⊔Un mor
eau de plan peut très bien admettre un σ-pavage sans que 
elui-
i soitin
lus dans 
e plan. Par exemple, on montre que le mor
eau de la �gure 6.1 admetun β2,2-pavage2 qui n'est pas in
lus dans le β2,2-pavage du plan de la �gure 3.1.6.2 Génération de plan6.2.1 Plan substitutifRappelons qu'un mot est dit substitutif si 
'est l'image par un morphisme d'unmot u engendré par une substitution σ, 
'est-à-dire s'é
rivant :
u = lim

n→∞
σn(v),où v un mot �ni (idéalement, une simple lettre). Le mot u est alors un point �xede σ. Par analogie :Dé�nition 6.6 Un plan en es
alier est dit substitutif si 
'est l'image par une ap-pli
ation duale de morphisme d'un plan en es
alier P engendré par une appli
ationduale de substitution, 
'est-à-dire s'é
rivant :

P = lim
n→∞

E∗
1(σ)n(B),où B est un mor
eau �ni de plan.Un plan substitutif est don
 l'image d'un plan point �xe. Peut-on être pluspré
is ? Si l'on revient à l'analogie ave
 le 
ontinu introduite par la remarque 3.5,la question de l'engendrement d'un plan revient à déterminer si, étant donné unhyperplan réel P stable par M−1

σ , il existe une substitution unimodulaire σ et unepartie bornée B ⊂ P tels que :
P = lim

n→∞
M−n

σ B.Il n'est alors pas di�
ile de montrer qu'il y a engendrement si et seulement si leve
teur nul est dans l'intérieur de B (intérieur relatif à P ) et si P est un espa
epropre dilatant de M−1
σ , 
'est-à-dire que les valeurs propres de M−1

σ asso
iée à 
et2Voir Déf. 3.17 pour la dé�nition de la substitution de Brun βa,i.
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e propre ont toute un module stri
tement supérieur à 1.Notons qu'un espa
e propre dilatant deM−1
σ est un espa
e propre 
ontra
tant de

Mσ, 
'est-à-dire que les valeurs propres de Mσ asso
iées à 
et espa
e ont toutes unmodule stri
tement inférieur à 1. En parti
ulier, si l'espa
e 
ontra
tant est un hy-perplan (
omme 
'est le 
as 
i-dessus) et si σ est unimodulaire, alors la valeur proprede Mσ qui n'est pas asso
iée à un ve
teur propre de l'espa
e propre 
ontra
tant ané
essairement un module stri
tement supérieur à 1 (le produit des valeurs propresvalant 1), et réelle puisque les valeurs propres 
omplexes d'une matri
e réelle sontdeux à deux 
onjuguées. Il est don
 naturel d'introduire la 
lasse de substitutionssuivante :Dé�nition 6.7 Une substitution est dite Pisot si le spe
tre de sa matri
e d'in
i-den
e s'é
rit {µ1, . . . , µk, λ} ave
 0 < |µ1|, . . . , |µk| < 1 et λ > 1.Exemple 6.8 La substitution unimodulaire σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 a pourspe
tre {λ, µ, µ}, où λ ≃ 1.83928 et |µ| ≃ 0.73735. Elle est don
 Pisot.On montre alors :Théorème 6.9 Un plan en es
alier est substitutif si et seulement si 
'est l'imagepar une appli
ation duale de morphisme d'un plan invariant par l'appli
ation dualed'une substitution Pisot.La preuve de 
e théorème est essentiellement une dis
rétisation du résultat ana-logue dans le 
as 
ontinu. Mentionnons qu'il est possible d'estimer la taille du mor-
eau B initial (voir Déf. 6.6) en fon
tion du spe
tre deMσ. Cependant, il faut quandmême disposer d'un mor
eau de plan initial 
orre
t, 
e qui n'est pas toujours évidentd'un point de vue pratique. Un mor
eau idéal serait le mor
eau B0 dé�ni par :
B0 =

d∑

i=1

(−ei, e
∗
i ).En e�et, on véri�e fa
ilement que 
e mor
eau est un mor
eau de tout plan en es
a-lier de ve
teur normal stri
tement positif. Malheureusement, exiger que σ soit Pisotne su�t alors pas toujours à 
e que 
e mor
eau engendre le plan en es
alier point�xe de E∗

1(σ) (Fig. 6.4). Une 
ara
térisation en terme de numération (
ondition F )des substitutions pour lesquelles 
'est le 
as est donnée dans [18℄.Par ailleurs, la théorie de Perron-Frobenius assure que la matri
e d'in
iden
ed'une substitution Pisot admet un unique ve
teur propre positif. On en déduit quel'appli
ation duale d'une substitution Pisot admet un unique plan en es
alier in-variant : on parle de son point �xe. Notons qu'en ajoutant un �ip à l'origine à 
e
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Fig. 6.4 � La substitution unimodulaire Pisot σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 et lemor
eau de plan B0 engendrent tout le plan (à gau
he, après quelques itérations).Par 
ontre, la substitution unimodulaire Pisot σ′ : 1 7→ 21, 2 7→ 13, 3 7→ 1 (qui a lamême matri
e d'in
iden
e que σ) et le mor
eau de plan B0 n'engendrent pas tout leplan (au 
entre). Il existe 
ependant, d'après le théorème 6.9, un mor
eau de plan�ni B tel que σ′ et B engendrent tout le plan (à droite).point �xe on obtient un autre point �xe (
ar 
e �ip n'est pas dépla
é, d'après laproposition 5.1). Cependant 
e se
ond point �xe est une surfa
e qui n'est pas stri
tosensu un plan.Pour �nir 
e paragraphe, mentionnons qu'au lieu d'engendrer un plan à partird'un mor
eau �ni, on peut aussi l'engendrer à partir d'une surfa
e en es
alier. Pluspré
isément, on montre (voir aussi Fig. 6.5) :Théorème 6.10 Soit σ une substitution unimodulaire Pisot. Soit P le point �xede E∗
1(σ). Alors, pour toute surfa
e en es
alier S, on a :

lim
n→∞

E∗
1(σ)n(S) ∈ {P,P + F0}.En d'autres termes, itérer E∗

1(σ) sur une surfa
e en es
alier fournit une suite desurfa
es 
onvergeant vers le point �xe de E∗
1(σ), ave
 ou sans �ip à l'origine.Preuve. Soit S ∈ S. D'après le théorème 4.20, on peut é
rire :

S = P +
∑

k≥0

εkFxk
,où, pour tout k, εk = ±1 et xk ∈ Zd. On a alors, par 
ontinuité de E∗

1(σ) et d'aprèsla proposition 5.1 :
E∗

1(σ)n(S) = P +
∑

k≥0

εkFM−n
σ xk

.
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teur x ∈ Zd\{0} peut s'é
rire 
omme la somme d'un ve
teur réel y del'espa
e dilatant deMσ et d'un ve
teur réel z de l'espa
e 
ontra
tant deMσ. L'imagepar M−n
σ de y va tendre vers 0 ave
 n. L'image par M−n

σ de z va diverger ave
 n,sauf si 
e z est nul, auquel 
as x est dans l'espa
e dilatant de Mσ. On a alors
Mσx = λx, don
 λ ∈ Q puisque x et Mσ sont entiers. Ce
i étant ex
lu, on peut
on
lure :

∀x ∈ Zd\{0}, lim
n→∞

||M−n
σ x|| = +∞Les �ips FM−n

σ xk
sont don
 �rejetés� à l'in�ni, sauf éventuellement le �ip F0 (qui,lui, est stable), 
e qui montre le résultat. ⊓⊔

Fig. 6.5 � Itérer l'appli
ation duale d'une substitution Pisot sur une surfa
e enes
alier engendre une suite de surfa
es 
onvergeant vers le plan en es
alier point�xe de 
ette appli
ation duale (ave
, éventuellement, un �ip en plus à l'origine). I
i,on a représenté quelques itérations pour la substitution σ : 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1 :le plan limite est le même que sur la �gure 6.4.6.2.2 Périodes PisotLe paragraphe pré
édent a montré qu'un plan substitutif ne pouvait être en-gendré que par une substitution Pisot. Cependant, au
un moyen n'a été donnépermettant d'obtenir une telle substitution Pisot à partir des paramètres du planque l'on veut 
onstruire. On montre i
i que les développements de Brun apportentune réponse partielle. Donnons d'abord une 
ondition né
essaire algébrique de sub-stitutivité :Proposition 6.11 Si un plan en es
alier est substitutif, alors les 
oordonnées deson ve
teur normal sont irrationnelles et appartiennent à une extension de 
orps
Q(λ), où λ est un nombre algébrique de degré d.



6.2. GÉNÉRATION DE PLAN 99Preuve. Soit Pα,ρ un plan substitutif. C'est don
 l'image par l'appli
ation duale d'unmorphisme µ d'un plan Pα′,ρ′ point �xe de l'appli
ation duale d'une substitutionPisot σ. D'après le théorème 3.4, α′ est alors un ve
teur propre de la matri
e tMσ :
tMσα

′ = λα′.De, plus, il est prouvé dans [28℄ que le fait que σ soit Pisot entraîne que le polyn�me
ara
téristique deMσ est irrédu
tible. La valeur propre λ de la matri
eMσ est don
un nombre algébrique de degré d. De plus, les 
oordonnées de α′ ne peuvent pasêtre rationnelles 
ar sinon λ serait lui aussi rationnel. En�n, on a α′ ∈ Q(λ)d, et
omme α = tMµα
′, on 
on
lut que α est un ve
teur irrationnel de Q(λ)d. ⊓⊔En parti
ulier, un plan substitutif a un ve
teur normal irrationnel, dont le déve-loppement de Brun est don
 in�ni. Rappelons que dans le 
as des fra
tions 
ontinues
lassiques, un nombre a un développement ultimement périodique (
'est-à-dire pé-riodique à partir d'un 
ertain rang) si et seulement s'il est quadratique (théorème deLagrange). Malheureusement, si le sens dire
t de 
e résultat s'étend sans di�
ultéen dimension supérieure (en remplaçant �quadratique� par �algébrique de degré d�),
e n'est pas le 
as du sens ré
iproque. Examinons 
ependant le 
as des développe-ments de Brun ultimement périodiques.Par ailleurs, rappelons qu'un plan substitutif est toujours l'image d'un point �xed'une appli
ation duale de substitution. Or, on montre :Proposition 6.12 Si un plan en es
alier a un développement de Brun ultimementpériodique, alors 
'est l'image d'un point �xe d'une appli
ation duale de substitution.Preuve. Soit Pα,ρ un plan en es
alier admettant un développement de Brun (an, in)nultimement périodique de pré-période d et de période p, 
'est-à-dire véri�ant :

∀n ≥ q, (an+p, in+p) = (an, in).Alors, on déduit de l'équation (3.8) :
P(1,α),ρ = E∗

1(βq)(P(1,T q+1(α)),ρ),

P(1,T q+1(α)),ρ = E∗
1(βp)(P(1,T q+1(α)),ρ),où βq = βaq−1,iq−1◦. . .◦βa0,i0 et βp = βaq+p−1,iq+p−1◦. . .◦βaq ,iq sont deux substitutions.Le plan Pα,ρ est don
 l'image du point �xe P(1,T q+1(α)),ρ. ⊓⊔La question est don
 de savoir si la 
ondition pré
édente est su�sante, 
'est-à-dire si le produit βp des matri
es d'in
iden
es des substitutions de Brun asso
iées àla période du développement est Pisot. C'est 
lairement faux en général puisqu'une



100 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLANsubstitution de Brun n'est pas Pisot (pour d ≥ 2). Cependant, on véri�e expérimen-talement qu'une substitution de la forme βaq+p−1,iq+p−1 ◦ . . . ◦ βaq ,iq est généralementPisot si la 
ondition suivante est véri�ée :
{iq, . . . , iq+p−1} = {1, . . . , d}.Mais 
ette 
ondition n'est pas toujours su�sante. Par exemple, pour d = 3, un
al
ul montre que la matri
e d'in
iden
e de la substitution suivante (qui est unematri
e 4×4) a une valeur propre largement dominante (λ ≃ 1258) et deux valeurspropres de modules stri
tement inférieurs à 1, mais aussi la valeur propre 1 :

β5,3 ◦ β7,3 ◦ β1,2 ◦ β8,1 ◦ β4,1 ◦ β1,2.Cette substitution n'est don
 pas Pisot, bien qu'elle véri�e la 
ondition 
i-dessus.Un tel 
ontre-exemple est ex
lu pour d = 1, tandis que le 
as d = 2 reste ouvert.En 
on
lusion, un plan dont le développement de Brun est ultimement pério-dique n'est pas toujours substitutif mais �souvent� (il resterait à donner un sensmathématique à 
e �souvent� - notamment on peut se demander si 
'est le 
as surtous les réels sauf sur un ensemble de mesure nulle). Inversement, un plan substitu-tif n'a pas né
essairement un développement ultimement périodique, 
e
i par
e quele théorème de Lagrange sur les développements en fra
tion 
ontinue ultimementpériodiques ne semble pas s'étendre aux développements de Brun.6.2.3 Plan rationnelOn appelle rationnel un plan dont le ve
teur normal s'é
rit (1,α) ave
 α ∈ Qd,
'est-à-dire dont le développement de Brun est �ni (Th. 3.13). En parti
ulier, il ré-sulte de la proposition 6.11 du paragraphe pré
édent qu'un plan rationnel ne peutpas être substitutif. On montre i
i que 
es plans peuvent 
ependant être fa
ilementengendrés, grâ
e à la notion de domaine fondamental.Rappelons que si F est une fon
tion de F et u un ve
teur de Zd, alors u + Fdésigne la fon
tion (x, i) 7→ F(x − u, i). En parti
ulier, si F est binaire, alorsl'interprétation géométrique de u + F se déduit de 
elle de F par une translationde ve
teur u. On dé�nit alors :Dé�nition 6.13 Soit P un plan en es
alier. Si D est un mor
eau �ni de P et Lun réseau de Zd tels que :
P =

∑

u∈L

u +D,alors on dit que D est un domaine fondamental de P, asso
ié au réseau L.



6.2. GÉNÉRATION DE PLAN 101Pour des raisons de périodi
ité, un plan admet un domaine fondamental si etseulement si 
'est un plan rationnel. Géométriquement, un tel plan est engendréen translatant des 
opies d'un domaine fondamental suivant le réseau asso
ié. Sou-lignons qu'un plan rationnel admet une in�nité de domaines fondamentaux. Lerésultat suivant, s'inspirant d'un résultat pro
he donné dans [6℄, montre 
omment
onstruire l'un d'entre eux :Théorème 6.14 Soit α ∈ [0, 1]d∩Qd et ρ ∈ R. Soit (an, in)0≤n≤N le développementde Brun (�ni) de α. Posons ρ′ = ρ/||Ba0,i0 × . . . × BaN ,iN e1||∞. Soit D(1,α),ρ lemor
eau �ni du plan en es
alier P(1,α),ρ dé�ni par :
D(1,α),ρ = E∗

1(βa0,i0) ◦ . . . ◦ E∗
1(βaN ,iN )(⌊ρ′⌋e1, 1

∗).Alors, D(1,α),ρ est un domaine fondamental de P(1,α),ρ, asso
ié au réseau dé�ni par :
L(1,α),ρ = B−1

a0,i0
. . . B−1

aN ,iN

d+1∑

k=2

Zek.Preuve. Le mor
eau de plan (⌊ρ′⌋e1, 1
∗) est un domaine fondamental du plan enes
alier P(1,0),ρ′, asso
ié au réseau Ze2 + . . .+Zed+1. Or, si D est un domaine fonda-mental d'un plan Pβ,µ, asso
ié à un réseau L, alors pour tout substitution unimo-dulaire σ, E∗

1(σ)(D) est un domaine fondamental du plan E∗
1(σ)(Pβ,µ) = PtMσβ,µ,asso
ié au réseau M−1

σ L. Le résultat s'en déduit ave
 σ = βaN ,iN ◦ . . . ◦ βa0,i0, enremarquant de plus que, pour tout λ ∈ R∗, on a Pλβ,µ = Pβ,µ/λ. ⊓⊔Exemple 6.15 Soit α = (3/8, 5/12) ∈ [0, 1]2. Le développement de α est :
(

3

8
,

5

12

)

= [(2, 2), (1, 1), (2, 2), (4, 1), (1, 2)].Le dernier 
onvergent de 
e développement est (24, 9, 10), proportionnel à (1,α). La�gure 6.6 montre la génération du domaine fondamental D(1,3/8,5/12),0 à partir desappli
ations duales des substitutions de Brun asso
iées au développement de α. Cedomaine est la somme de 24, 9 et 10 fa
es, respe
tivement de ve
teur normal e1, e2and e3. Par ailleurs, on 
al
ule :
L(1,3/8,5/12),0 = Z(e1 + 4e2 − 6e3) + Z(2e1 − 2e2 − 3e3).La �gure 6.7 illustre l'engendrement de P(1,3/8,5/12),0 = P(24,9,10),0 grâ
e à L et D.Intuitivement, un domaine fondamental est d'autant plus pratique qu'il est pe-tit (don
 fa
ile à sto
ker) et 
ompa
t (pour engendrer aisément des mor
eaux deplan de forme quel
onque). À 
e titre, il est naturel de vouloir 
omparer le do-maine fondamental dé�ni par le théorème 6.14 aux autres domaines fondamentauxenvisageables. On montre alors :
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Fig. 6.6 � Génération d'un domaine fondamental du plan en es
alier P(24,9,10),0 parappli
ation de E∗
1(β1,2), E∗

1(β4,1), E∗
1(β2,2), E∗

1(β1,1) et E∗
1(β2,2) (de gau
he à droite).

Fig. 6.7 � Des 
opies du domaine fondamental de la �gure 6.6 translatées suivantle réseau Z(e1 + 4e2− 6e3) + Z(2e1− 2e2− 3e3) engendrent tout le plan P(24,9,10),0.Ce domaine est de taille minimale (Prop. 6.16, 
i-dessous).



6.3. RECONNAISSANCE DE PLAN 103Proposition 6.16 Le domaine fondamental D(1,α),ρ dé�ni par le théorème 6.14 estde taille minimale parmi l'ensemble des domaines fondamentaux du plan P(1,α),ρ.Preuve. On déduit de la proposition 2.12 :
f (D(1,α),ρ) = Ba0,i0 . . . BaN ,iN f(ρ′e1, 1

∗) = Ba0,i0 . . . BaN ,iN (1, 0).Par ailleurs, on montre aisément par ré
urren
e sur N que les 
oordonnées de
f (D(1,α),ρ) sont premières entre elles. Or, pour des raisons de périodi
ité, les propor-tions de fa
es de 
haque type sont les mêmes dans un plan que dans n'importe lequelde ses domaines fondamentaux. Don
, si D est un domaine fondamental de P(1,α),ρ,alors les ve
teurs entiers f(D) et f (D(1,α),ρ) sont proportionnels. Les 
oordonnéesdu se
ond ve
teur étant premières entre elles, on en déduit que f (D) = kf(D(1,α),ρ),ave
 k ∈ N∗ (k = 0 étant ex
lu). La taille d'un domaine fondamental de P(1,α),ρ estdon
 toujours un multiple de la taille de D(1,α),ρ, 
e qui prouve le résultat annon
é. ⊓⊔6.3 Re
onnaissan
e de planAprès la génération de plan, on s'intéresse i
i au problème inverse qui est 
eluide la re
onnaissan
e de plan et qui 
onsiste à dé
ider si une fon
tion binaire donnéeest un mor
eau de plan en es
alier ou non. De plus, si 
'est le 
as, on veut égale-ment déterminer l'ensemble des paramètres des plans en es
alier dont 
ette fon
tionbinaire est un mor
eau. Il existe déjà de nombreux algorithmes pour résoudre 
eproblème (voir Chap. 1) : l'obje
tif est i
i de montrer en quoi les appli
ations dualeset l'algorithme de Brun peuvent apporter quelque 
hose de nouveau.6.3.1 Prin
ipeLe prin
ipe général est, étant donnée une fon
tion binaire, d'essayer de 
al
u-ler le développement de Brun d'un plan en es
alier dont elle serait mor
eau. Pluspré
isément, s'inspirant de 
e qui a été fait pour les surfa
es au 
hapitre 5, on vou-drait prolonger la dé�nition de l'appli
ation de Brun géométrique T̃ aux fon
tionsbinaires de telle sorte qu'on ait, pour tout plan en es
alier P ∈ P∃\P∀ (
'est-à-direpour tout plan dont le ve
teur normal s'é
rit (1,α), ave
 α ∈ [0, 1]d\{0}) et pourtoute fon
tion binaire B :

0 ≤ B ≤ P ⇔ 0 ≤ T̃ (B) ≤ T̃ (P). (6.1)Ainsi, si en itérant T̃ sur une fon
tion binaire on tombe sur un mor
eau d'un plande ve
teur normal e1, on saura que la fon
tion binaire initiale est un mor
eau deplan (dont on 
onnaîtra en plus le développement de Brun).
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es en es
alier a posé deuxproblèmes. D'une part, il a fallu lire sur une surfa
e l'information su�sante pourdéterminer quelle appli
ation duale E∗
1(β

−1
a,i ) utiliser. C'est le r�le joué par les fon
-tions a et i (Déf. 3.20) sous l'hypothèse de 
ohéren
e (Déf. 5.6). D'autre part, ila fallu s'assurer que l'appli
ation duale de la substitution de Brun retenue envoiebien une surfa
e sur une surfa
e (Prop. 5.7).Il faut don
 résoudre aussi 
es deux problèmes dans le 
as des mor
eaux de plan,
e à quoi sont respe
tivement 
onsa
rés les deux paragraphes suivants. Avant 
e
i,examinons quelques propriétés propres aux mor
eaux de plan. Introduisons d'abordla notion suivante :Dé�nition 6.17 Soit B ∈ B une fon
tion binaire. L'ensemble des paramètresa

eptables de B, noté p(B), est le polytope de [0, 1]d × R dé�ni par :

P (B) = {(α, ρ) ∈ [0, 1]d × R | B ≤ P(1,α),ρ}.En parti
ulier, une fon
tion binaire B est un mor
eau d'un plan de P∃ si etseulement si P (B) est non vide. Soulignons que, dans 
e 
as, P (B) n'est générale-ment pas réduit à un singleton. Autrement dit, un mor
eau de plan ne 
ara
térisepas un unique plan. Inversement, un ensemble de paramètres ne 
ara
térise généra-lement pas un unique mor
eau de plan. Plus pré
isément, introduisons la relationd'équivalen
e suivante sur les mor
eaux de plan :Dé�nition 6.18 Deux mor
eaux de plan en es
alier B et B′ sont dits équivalentssi, pour tout plan en es
alier P, on a :
B ≤ P ⇔ B′ ≤ P.La 
lasse d'équivalen
e d'un mor
eau B est notée 〈B〉.Deux mor
eaux de plan équivalents ont alors le même ensemble de paramètresa

eptables. Intuitivement, la 
lasse d'équivalen
e d'un mor
eau est l'ensemble desmor
eaux qui 
ontiennent exa
tement la même information sur les ve
teurs nor-maux des plans dont ils sont des mor
eaux. Par exemple, la �gure 6.8 représenteun mor
eau de plan équivalent à 
elui de la �gure 6.1.On véri�e aisément que si deux mor
eaux de plan sont équivalents, alors le maxi-mum de 
es deux mor
eaux de plan est en
ore un mor
eau de plan, équivalent auxdeux pré
édents (rappelons que l'interprétation géométrique du maximum de deuxfon
tions binaires est l'union de leurs interprétations géométriques). On véri�e éga-lement que la 
lasse d'équivalen
e d'un mor
eau de plan �ni ne 
omporte que desmor
eaux �nis. On en déduit que l'opération maximum 
onfère une stru
ture de
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Fig. 6.8 � Un mor
eau de plan �ni (de taille 786) équivalent à 
elui de la �gure 6.1(dont le 
ontour est surligné). L'équivalen
e de 
es deux mor
eaux peut se montrersimplement en raisonnant sur les tailles des paliers.semi-treillis à la 
lasse d'équivalen
e 〈B〉 d'un mor
eau de plan B �ni. Expérimen-talement, on 
onstate que 
e supremum est très grand devant B. Par exemple, dansle 
as du mor
eau de la �gure 6.1, un 
al
ul sur ordinateur montre que le supremumest formé de plus de 7000 fa
es (
e n'est don
 pas le mor
eau de la �gure 6.8).Par ailleurs, le minimum de deux mor
eaux de plan équivalents est un mor
eaude plan qui ne leur est généralement pas équivalent (intuitivement, il 
ontient moinsd'information que 
es deux plans). L'opération de minimum ne 
onfère don
 pas destru
ture de treillis à une 
lasse d'équivalen
e.L'intérêt de 
ette relation d'équivalen
e est qu'elle montre qu'il existe une 
er-taine liberté pour modi�er un mor
eau de plan donné a�n d'en obtenir un équivalentplus pratique. Comme le but est d'appliquer une appli
ation duale E∗
1(β

−1
a,i ) bien
hoisie, les mor
eaux βa,i-pavables sont parti
ulièrement intéressants (Déf. 6.3, voiraussi Prop. 6.5).6.3.2 Re
onnaissabilitéLa notion de palier (Déf. 3.18) a été dé�nie pour n'importe quelle fon
tion bi-naire. En parti
ulier, les quantités a±i,j restent dé�nies de la même façon. Cependant,
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eau d'un plan P, alors les a±i,j peuvent être di�érents pour B et Pdu fait qu'un palier de B peut très bien n'être qu'un mor
eau d'un palier de P. Ilfaut être plus pré
is :Dé�nition 6.19 Soit B une fon
tion binaire Considérons un (i, j)-palier de B dela forme :
∑

k∈I

(x + kej , i
∗),où x est un ve
teur de Zd et I un intervalle de Z. Alors, 
e palier est dit fermé àdroite si I admet un maximum d tel que :

B(x + dej , j
∗) = 1,et il est dit fermé à gau
he si I admet un minimum g tel que :

B(x + gej − ej + ei, j
∗) = 1.Les notions de palier fermé, ouvert, semi-ouvert ou semi-fermé à gau
he ou àdroite sont 
alquées sur le 
as des intervalles réels. La �gure 6.9 illustre les diverstypes de paliers d'une fon
tion binaire.

Fig. 6.9 � Cette fon
tion binaire 
ontient tous les types de (1, 3)-paliers : semi-ferméà droite, semi-fermé à gau
he, fermé et, en�n, ouvert (respe
tivement en
adrés degau
he à droite ; les traits en pointillés en
adrant les fa
es qui ferment un palier).Montrons maintenant que les paliers peuvent être utilisés pour lire sur une fon
-tion binaire l'information né
essaire à déterminer � au 
as où il s'agit d'un mor
eaude plan � l'appli
ation duale E∗
1(β

−1
a,i ) à utiliser. On se restreint aux fon
tions bi-naires re
onnaissables :Dé�nition 6.20 Une fon
tion binaire B est dite re
onnaissable si elle véri�e lesdeux 
onditions suivantes. Premièrement, il doit exister i ∈ {1, . . . , d} tel que :

a+
1,i+1(B) ≥ 2 et min

1≤j≤d
a+

i+1,j+1(B) ≥ 2.
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ette première 
ondition. Deuxièmement, Bdoit avoir au moins un (1, i(B) + 1)-palier fermé, le plus petit d'entre eux étant detaille a+
1,i(B)+1(B)− 1. On note a(B) 
ette taille.

Fig. 6.10 � Une suite (Bi)1≤i≤5 
roissante de fon
tions binaires (de gau
he à droite).La première n'est pas re
onnaissable 
ar on a a+
1,2(B1) = a+

1,3(B1) = 1 ; La deuxièmevéri�e a+
1,3(B2) ≥ 2 mais n'est pas re
onnaissable 
ar on a a+

3,2(B2) = 1. La troisièmevéri�e a+
1,3(B3) ≥ 2 et a+

3,2(B3) ≥ 2, 
'est-à-dire la première 
ondition de re
onnais-sabilité, ave
 i(B3) = 2. Elle n'est 
ependant pas re
onnaissable 
ar elle ne possèdepas de (1, 3)-palier fermé. La quatrième possède un (1, 3)-palier fermé, mais ellen'est pas re
onnaissable 
ar 
e palier est de taille a+
1,3(B4) = 2. La 
inquième pos-sède un (1, 3)-palier fermé de taille a+

1,3(B5) − 1 = 2. Elle est don
 re
onnaissable,ave
 i(B5) = 2 et a(B5) = 2. C'est la seule pour laquelle on est sûr que s'il s'agitd'un mor
eau d'un plan P(1,α,β), alors 
e plan véri�e 1 ≥ β > α et ⌊1/β⌋ = 2.La �gure 6.10 illustre la notion de re
onnaissabilité. Intuitivement, la première
ondition assure que si B est un mor
eau de plan, alors la première 
oordonnéede 
e ve
teur est plus grande que la (i(B) + 1)-ème, qui est elle même stri
tementplus grande que toutes les autres. En d'autre terme, 
e ve
teur normal peut s'é
rire
(1,α), ave
 α ∈ [0, 1]d et αi(B) = ||α||∞. Quant à la se
onde 
ondition, elle assureque si B est un mor
eau de plan, alors 
e plan a deux tailles di�érentes de (1, i(B+
1))-paliers, et a(B) est la plus petite de 
es deux tailles. L'intérêt de 
ette notionde re
onnaissabilité est don
, en quelque sorte, de généraliser la proposition 3.21,puisque la proposition 3.19 assure alors :Proposition 6.21 Soit α ∈ [0, 1]d\{0} et ρ ∈ R. Soit B une fon
tion binairere
onnaissable. Alors, si B est un mor
eau du plan en es
alier P(1,α),ρ, on a :

i(B) = min{i | αi = ||α||∞} et a(B) = ⌊||α||−1
∞ ⌋.Notons que, selon les dé�nitions pré
édentes, un plan n'est pas toujours re-
onnaissable. C'est, par exemple, le 
as d'un plan dont le ve
teur normal a deux
oordonnées égales ou d'un plan dont la (i+ 1)-ème 
oordonnée du ve
teur normalest de la forme 1/q, q ∈ N (tous les (1, i + 1) paliers étant alors de taille q). Ce-pendant, dans le 
as d'un mor
eau de plan � où seulement une partie des paliersdu plan sont 
onnus � la restri
tion apportée par la re
onnaissabilité est né
essaire



108 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLANpour être sûr de la taille de tous les paliers du plan. En pratique, une fon
tion bi-naire de taille su�samment importante et de forme pas trop pathologique est trèssouvent re
onnaissable. Par exemple, notre mor
eau préféré (Fig. 6.1 ou 6.9) estre
onnaissable.6.3.3 βa,i-pavabilitéLe but de 
e paragraphe est de montrer 
omment asso
ier e�e
tivement à toutefon
tion binaire re
onnaissable B une fon
tion binaire B̃ telle que :
0 ≤ B ≤ P ⇔ 0 ≤ B̃ ≤ P ⇔ 0 ≤ E∗

1(β
−1
a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P).Alors, en posant :

T̃ (B) = E∗
1(β

−1
a(B),i(B))(B̃),l'appli
ation T̃ sera prolongée de sorte à véri�er l'équation (6.1), dis
utée au débutdu paragraphe 6.3.1.Introduisons d'abord quelques termes. Considérons un palier de la forme :

∑

k∈I

(x + kej , i
∗),où x est un ve
teur de Zd et I = [g, d] un intervalle borné de Z. On dit alors qu'onprolonge 
e palier à gau
he si on lui ajoute des fa
es (x + kej, i

∗) pour k < g ; ondit qu'on ferme 
e palier à droite si on lui ajoute la fa
e (x + gej , j
∗). On dé�nitalors trois opérations élémentaires sur les fon
tions binaires de B :Dé�nition 6.22 Soit a ∈ N∗ et i ∈ {1, . . . , d}. On dé�nit trois appli
ations de Bdans B 
omme suit.1. L'extension φa,i : tout (1, i + 1)-palier ouvert seulement à gau
he et de tailleinférieure à a est prolongé à gau
he en un palier de taille a ;2. l'extension ψa,i : tout (1, i + 1)-palier ouvert à droite et de taille stri
tementsupérieure à a est fermé à droite ;3. la rédu
tion χi : tout (1, i+ 1)-palier ouvert seulement à droite est supprimé.La �gure 6.11 illustre 
es opérations élémentaires dans le 
as (a, i) = (2, 2) et la�gure 6.12 montre 
omment un mor
eau de plan est transformé par 
es opérations.On montre alors :Proposition 6.23 Soit B une fon
tion binaire. Supposons B re
onnaissable et no-tons B̃ la fon
tion binaire obtenue après appli
ations su

essives des règles φa(B),i(B),



6.3. RECONNAISSANCE DE PLAN 109
χ

2
ψ

2,2
φ

2,2Fig. 6.11 � Les deux opérations d'extension φa,i et ψa,i et l'opération de rédu
tion
χi, dans le 
as (a, i) = (2, 2) (les traits pointillés représentant l'absen
e de fa
e).
ψa(B),i(B) et χi(B). Alors, B̃ est équivalent à B. Si, de plus, B̃ ne 
ontient pas de
(1, i(B) + 1)-palier ouvert, alors on a, pour tout plan P ∈ P∃\P∀ :

0 ≤ B̃ ≤ P ⇔ 0 ≤ E∗
1(β

−1
a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P).Preuve. Soit B une fon
tion binaire re
onnaissable. Supposons que B soit un mor-
eau d'un plan P. Alors, tout (1, i + 1)-palier de B ouvert seulement à gau
he etde taille inférieure à a(B) est né
essairement un mor
eau d'un (1, i+ 1)-palier de Pfermé et de taille supérieure ou égale à a(B). On en déduit que φa(B),i(B)(B) est en
oreun mor
eau de P. Inversement, si φa(B),i(B)(B) est un mor
eau de P, alors B aussipuisque B ≤ φa(B),i(B)(B). Don
 φa(B),i(B)(B) est équivalent à B. Un raisonnementsimilaire montre que les opérations ψa,i et χi préservent également l'équivalen
e defon
tions binaires. Ce
i prouve que B̃ est équivalent à B. Supposons maintenant que

B̃ ne 
ontienne pas de (1, i(B)+1)-palier ouvert. Il est fa
ile de voir que la dé�nitiondes opérations φa,i, ψa,i et χi assure que B̃ est βa(B),i(B)-pavable.Supposons alors que B̃ soit un mor
eau d'un plan P ∈ P∃\P∀, qui est don
 βa(B),i(B)-pavable puisque a(B) = a(P) et i(B) = i(P). Montrons alors que le pavage de B̃ estune restri
tion de 
elui de P. C'est évident pour les fa
es de type j /∈ {1, i(B) + 1}.Deux fa
es de types 1 et i(B) + 1 sont groupées, dans le pavage de P 
omme dans
elui de B̃, si et seulement si la fa
e de type 1 appartient à un (1, i(B)+1)-palier detaille a(B) fermé à droite par la fa
e de type i(B)+1. Les seules fa
es restantes sontalors des fa
es de type 1 (une pour 
haque (1, i(B)+1)-palier de taille a(B)+1, quisont for
ément isolées dans le pavage de P 
omme dans 
elui de B̃). On en déduitque le pavage de B̃ est bien une restri
tion de 
elui de P, et le résultat dé
oule alorsde la proposition 6.5.Inversement, si 0 ≤ E∗
1(β

−1
a(B),i(B))(B̃) ≤ T̃ (P), alors la proposition 6.2 assure quel'image de la fon
tion binaire E∗

1(β
−1
a(B),i(B))(B̃) par l'appli
ation duale E∗

1(βa(B),i(B)),
'est-à-dire B̃, est un mor
eau du plan E∗
1(βa(B),i(B))(T̃ (P)), 
'est-à-dire de P. ⊓⊔Le problème vient don
 des paliers ouverts, 
e qu'on examine au paragraphe suivant.
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Fig. 6.12 � Les opérations φ2,2, ψ2,2 et χ2 sont su

essivement e�e
tuées sur lemor
eau de la �gure 6.1 (de haut en bas, les fa
es ajoutées ou supprimées étanten
adrées). Le mor
eau obtenu est équivalent au mor
eau initial, et il admet un
β2,2-pavage si on lui enlève les (1, 3)-paliers ouverts qu'il 
ontient (il y en a i
i trois,situés vers la droite du mor
eau).



6.3. RECONNAISSANCE DE PLAN 1116.3.4 Un algorithme hybrideCe paragraphe expose un algorithme hybride de re
onnaissan
e de plan. Leprin
ipe général est le suivant. Étant donné une fon
tion binaire, on 
al
ule sondéveloppement de Brun tant qu'on peut lire l'information su�sante, 
'est-à-diretant que les fon
tions binaires obtenues restent re
onnaissables. Comme les paliersouverts posent problème, on les enlève et on les garde de 
�té pour véri�er a pos-teriori s'ils jouent un r�le. Quand on obtient une fon
tion binaire qui n'est plusre
onnaissable � on espère alors qu'elle est, en pratique, de faible taille � on utiliseun des autres algorithmes de re
onnaissan
e de plan 
onnus (voir Chap. 1) pouren déterminer les paramètres a

eptables. Il reste alors à remonter aux paramètresa

eptables de la fon
tion binaire initiale, 
e qui se fait fa
ilement grâ
e au déve-loppement de Brun 
al
ulé. De plus, à 
haque étape de 
ette remontée, on 
orrige(si besoin est) l'ensemble des paramètres a

eptables en tenant 
ompte des paliersqui ont été 
oupés �en des
endant�, 
'est-à-dire à l'étape 
orrespondante du 
al
uldu développement de Brun (lignes 2 à 8 du pseudo-
ode donné 
i-dessous).On peut é
rire plus pré
isément 
et algorithme sous forme de pseudo-
ode. SoitXRe
o un algorithme de re
onnaissan
e de plan qui renvoie le polytope des pa-ramètres a

eptables de la fon
tion binaire passée en argument. On note B′
a,i lamatri
e (d+ 2)× (d+ 2) déduite de la matri
e Ba,i ainsi :

B′
a,i =








0

Ba,i
...
0

0 . . . 0 1







.Le pseudo-
ode suivant dé�nit alors l'algorithme BrunRe
o :BrunRe
o(B)1. n ← 0 ;2. tant que B est re
onnaissable faire3. (an, in) ← (a(B), i(B)) ;4. 
al
uler B̃ ;5. Ln ← paliers ouverts de B̃ ;6. B ← E∗

1(β
−1
an,in

)(B̃ − Ln) ;7. n ← n+ 1 ;8. �n tant que ;9. P ← XRe
o(B) ;10. pour k = n− 1 à k=0 faire11. P ← B′
ak ,ik

P ;12. P ← P ∩ XRe
o(Lk) ;13. �n pour ;14. renvoyer P ;
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isons que, ligne 5, Ln est la fon
tion binaire dé�nie 
omme étant la res-tri
tion de B̃ à ses paliers ouverts (
e qui n'est pas for
ément très 
lair dans lepseudo-
ode). En parti
ulier, ligne 6, l'expression B̃ − Ln désigne une soustra
tionusuelle de fon
tions.Examinons la terminaison et la 
orre
tion de 
et algorithme. En notant Bn lafon
tion binaire obtenue à l'étape n, on a la relation :
Bn+1 = E∗

1(β
−1
an,in)(B̃n − Ln).La proposition suivante montre alors que l'algorithme termine toujours :Proposition 6.24 Si Bn est re
onnaissable, alors la taille de Bn+1 est stri
tementinférieure à 
elle de Bn.Preuve. Introduisons les notations suivantes :

f(Bn) = (x1, . . . , xd+1), f (B̃n − Ln) = (y1, . . . , yd+1), f (Bn+1) = (z1, . . . , zd+1),où f a été dé�nie dans la proposition 2.12. La même proposition assure alors :






z1 = yin+1,
zin+1 = y1 − anyin+1,
zj = yj.Par ailleurs, on déduit de la dé�nition de B̃ :







y1 = x1 + axin+1 − x′1,
yin+1 = xin+1 + 1

an+1
x′′1,

yj = xj ,où x′1 (resp. x′′1) est la somme des tailles des (1, in + 1)-paliers prolongés par φan,in(resp. ψan,in). On 
al
ule alors :
|Bn+1| =

d+1∑

j=1

zj =

d+1∑

j=1

xj +
1− an

an + 1
x′′1 − x′1 = |Bn|+

1− an

an + 1
x′′1 − x′1.Comme an ≥ 1, on a |Bn+1| ≤ |Bn|, ave
 égalité si et seulement si x′1 = 0. Or x′1 = 0signi�e qu'il n'y a pas de (1, in +1)-palier fermé à droite, et don
 en parti
ulier que

Bn n'est pas re
onnaissable. Ce
i étant ex
lu, on a bien |Bn+1| < |Bn|. ⊓⊔Le théorème suivant montre alors la 
orre
tion de l'algorithme :Théorème 6.25 L'algorithme Re
oBrun 
al
ule l'ensemble des paramètres a

ep-tables de toute fon
tion binaire passée en argument.
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urren
e sur le nombre d'étapes du 
al
ul du développe-ment de Brun, 
'est-à-dire la valeur de n à la ligne 9 du pseudo-
ode. Si n = 0, 
'estla 
orre
tion (supposée) de l'algorithme XRe
o qui garantit le résultat. Supposonsalors le résultat a
quis au rang n. On véri�e alors :
((1,α), ρ) ∈ P (B0) ⇔ 0 ≤ B0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B̃0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B̃0 − L0 ≤ P(1,α),ρ et 0 ≤ L0 ≤ P(1,α),ρ

⇔ 0 ≤ B1 ≤ PB−1
a0,i0

(1,α),ρ et ((1,α), ρ) ∈ XRe
o(L0)

⇔ (B−1
a0,i0

(1,α), ρ) ∈ P (B1) et ((1,α), ρ) ∈ XRe
o(L0)Le passage de la première à la deuxième ligne est justi�é par l'équivalen
e de B0 et
B̃0 (Prop. 6.23). Le passage de la troisième à la quatrième ligne se fait en appliquant
E∗

1(β
−1
a0,i0

) et est justi�é par la proposition 6.23. On en déduit don
 �nalement :
P (B0) = B′

a0,i0P (B1) ∩ XRe
o(L0).L'hypothèse de ré
urren
e assure alors la 
orre
tion de l'algorithme. ⊓⊔Pour �nir 
e paragraphe, dis
utons de la 
omplexité de 
et algorithme.Commençons par le 
÷ur de l'algorithme, qui est le 
al
ul du développement deBrun d'un éventuel ve
teur normal de la fon
tion binaire 
onsidérée (l. 2 à 8). Lale
ture du 
ouple (an, in) se fait en temps linéaire en la taille de B (par
ours desfa
es), ainsi que le 
al
ul de B̃ (appli
ations des opérations élémentaires) et 
elui de
Ln (en
ore un par
ours des fa
es). L'appli
ation de E∗

1(β
−1
an,in

) se fait également entemps linéaire (temps 
onstant l'image de 
haque fa
e). Ainsi, la bou
le des lignes 3à 7 peut être e�e
tuée en temps linéaire. La question prin
ipale est don
 le nombred'itérations de 
ette bou
le.La proposition 6.24 assure qu'il y a au plus |B| itérations, puisqu'on perd aumoins une fa
e à 
haque itération, et qu'une fon
tion binaire re
onnaissable 
om-porte au moins une fa
e. Cependant, dans le 
as où la fon
tion B 
onsidérée est unmor
eau d'un plan en es
alier P(1,α),ρ, ave
 α ∈ Qd, alors le nombre d'itérations estborné par la longueur du développement de Brun de α (
ar un mor
eau d'un plande ve
teur normal e1 n'est jamais re
onnaissable). On déduit alors de la proposition3.14 que, dans 
e 
as, il y a alors au plus log(d+2)/(d+1)(m(α)) itérations (rappelonsque m(α), pour α ∈ Qd, est la somme des d 
oordonnées de α et de leur dénomi-nateur 
ommun). La proposition suivante va permettre de relier 
ette majoration àla taille de B :Proposition 6.26 Soit B un mor
eau �ni d'un plan en es
alier de normale (1,α).Si tous les sommets de B sont in
lus dans un hyper
ube de Zd+1 de 
�té D ∈ N(une boîte englobante), alors on peut supposer m(α) ≤ (d+ 1)Dd.



114 CHAPITRE 6. GÉNÉRATION ET RECONNAISSANCE DE PLANPreuve. Rappelons qu'on a 0 ≤ B ≤ P(1,α),ρ si et seulement si tout sommet x de
B véri�e : ρ ≤ 〈x|(1,α)〉 < ρ+ ||(1,α)||1 (Prop. 3.2). On appelle point d'appui unsommet x tel que ρ = 〈x|(1,α)〉.Si, pour i ∈ {2, . . . , d + 1}, B admet deux points d'appui x et y tels que xi 6= yi,alors on 
al
ule : αi = (x1 − y1)/(xi − yi). Don
 αi s'é
rit 
omme le quotient dedeux entiers inférieurs à D.Sinon, on véri�e qu'on peut se ramener au 
as pré
édent en jouant sur α et ρ.Géométriquement, il su�t de "
aler au plus haut" les hyperplans 〈x|(1,α)〉 = ρ et
〈x|(1,α)〉 = ρ+ ||α||1, 
'est-à-dire de les dépla
er dans la dire
tion e1 + . . .+ ed+1et de les pivoter de telle sorte que tous les sommets de B reste entre eux, mais ave
un maximum de points d'appui (voir Fig. 6.3.4 dans le 
as d = 1).Finalement, on se ramène à un ve
teur α dont les d 
oordonnées sont des quotientsd'entiers inférieurs à D. En réduisant 
es 
oordonnées au même dénominateur, quiest inférieur à Dd, on obtient : m(α) ≤ (d+ 1)Dd. ⊓⊔

Fig. 6.13 � Mor
eau d'une droite de paramètres quel
onques tenant dans une boîtede 
�té D = 7 (à gau
he � les deux droites parallèles épaisses délimitant la zonepossible pour les sommets de 
e mor
eau de plan). La �nitude du mor
eau permet dejouer sur les paramètres (en translatant et pivotant les deux droites parallèles) pouravoir deux points d'appui (à droite � points d'appui en gras). Le ve
teur normals'é
rit alors (1, α), où α est un quotient d'entiers inférieurs à D (i
i, α = 3/2).Ainsi, dans le 
as où B est un mor
eau de plan, le nombre d'itérations de labou
le des lignes 2 à 8 est majoré par d log(d+2)/(d+1)((d+1)D). En parti
ulier, si Bn'est pas trop dispersé, 
'est-à-dire admet une boîte englobante de taille polyn�mialeen le nombre de fa
es de B (sa taille), la majoration pré
édente est logarithmiqueen la taille de B.Cette majoration a été obtenue dans le 
as où B est un mor
eau de plan. Mais
omme elle ne dépend que de la taille d'une boîte englobante de B, on peut la 
al-
uler avant de 
ommen
er les itérations des lignes 2 à 8. Ce
i permet de modi�erlégèrement l'algorithme : si jamais il s'avère qu'on a fait plus d'itérations que 
ettemajoration, alors on peut s'arrêter et répondre que B n'est pas un mor
eau de plan
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ette majoration). Ainsi, quitte à modi�er légèrement l'algorithmeet en supposant B pas trop dispersé, le nombre d'itérations de la bou
le des lignes 2à 8 est logarithmique en la taille de B. Chaque bou
le se faisant en temps linéaire enla taille de B, on 
on
lut que la 
omplexité totale des lignes 2 à 8 est quasi-linéaireen la taille de B.Intéressons nous maintenant aux lignes 9 à 13, qui 
orrespondent à la partie�
orre
tive� de l'algorithme (quand le développement de Brun n'a pas été terminé).Notons que la taille totale de tous les ensembles sur lesquels on appelle XRe
o estinférieure à la taille de B. Ainsi, la 
omplexité totale des appels à XRe
o est infé-rieure à la 
omplexité de XRe
o lui-même (
'est-à-dire que 
ette hybridation ne peutqu'améliorer la 
omplexité de l'algorithme XRe
o sur lequel elle repose). Quant aux
al
uls d'interse
tion de polytopes 
onvexes (ligne 12), il est en général di�
ile d'es-timer pré
isément 
e fa
teur. On peut, par exemple, 
iter un résultat de Chazelle,qui montre que l'interse
tion de k polytopes 
onvexes de R3 peut être 
al
ulée entemps O(m ln k), où m est la taille totale de 
es polytopes ([32℄).Cependant, on s'attend à 
e que la taille de la première fon
tion binaire Bn quine soit plus re
onnaissable, ainsi que les tailles des paliers ouverts mis de 
�tés (les
Lk), soient largement inférieures à la taille de B. En d'autres termes, on s'attend à
e que le temps de 
al
ul des lignes 9 à 13 soit petit devant 
elui des lignes 2 à 8.Pour valider 
e
i, il resterait à faire une étude plus systématique de l'e�
a
ité enpratique de 
et algorithme.En�n, on peut aussi mettre a pro�t la 
onvergen
e faible de l'algorithme deBrun (Prop. 3.15) pour transformer l'algorithme pré
édent en un algorithme dere
onnaissan
e appro
hée, qui ne 
al
ule pas P (B), le polytope 
onvexe des para-mètres a

eptables de B, mais un ensemble qui en est pro
he. En e�et, P (B) estl'image de l'ensemble P 
al
ulé par XRe
o (l. 9) par le produit des matri
es B′

ak ,ikasso
iées au développement de Brun 
al
ulé aux lignes 2 à 8. Or la 
onvergen
efaible de l'algorithme de Brun assure justement que, quelque soit P , son image par
e produit des matri
es 
onverge vers P (B) quand la longueur du développementde Brun tend vers l'in�ni. I
i, bien sûr, le 
as d'un développement in�ni est ex
lu(B étant �ni). Mais plus 
e développement est long, plus l'in�uen
e de P sur P (B)est faible (intuitivement, l'information 
ontenue dans P est petit à petit transféréeau produit de matri
es). Ainsi, on pourrait dé
ider de négliger l'information 
onte-nue dans P au delà d'une 
ertaine longueur du développement de Brun. Au lieu de
al
uler P par XRe
o (l. 9), on pourrait alors poser :
P ← {(α, 〈x0|(1,α)〉) | α ∈ [0, 1]d},où x0 est un sommet (arbitrairement 
hoisi) de B. Les lignes 10 à 13 
al
uleraientalors un polytope d'autant plus pro
he de P (B) que le développement de Brun
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al
ulé aux lignes 2 à 8 serait long. Notons que si l'on 
her
he non pas tout lepolytope P (B) mais simplement un de ses éléments (
e qui su�t généralement), onpourrait en
ore plus simplement poser :
P ← {(0, 〈x0|(1, 0)〉)}.Les lignes 10 à 13 
al
uleraient alors une sorte de �ve
teur quasi-normal� à B.



Con
lusion et perspe
tivesDans 
ette thèse, on a étudié l'a
tion des appli
ations duales � un type de substi-tution parti
ulier � sur les pavages 
anoniques de 
odimension un (plans ou surfa
esen es
alier, voire fon
tions binaires). On a également relié 
es résultats aux fra
-tions 
ontinues multidimensionnelles, notamment dans le 
adre des problèmes degéométrie dis
rète que sont la génération et la re
onnaissan
e de plan. On a ainsigénéralisé le lien entre mots, fra
tions 
ontinues et géométrie dis
rète dis
uté au
hapitre 1, 
e qui était l'obje
tif prin
ipal annon
é.Pour �nir, mentionnons quelques résultats que nous avons obtenus durant 
ettethèse sans les exposer dans 
e do
ument. Ces résultats peuvent être vus 
omme despremiers pas de prolongements des problématiques abordées dans 
ette thèse.Un premier résultat 
on
erne la relation entre les appli
ations duales utiliséesdans 
ette thèse et les deux 
lasses de substitutions sur les pavages � géométriquesou 
ombinatoires � exposées au paragraphe 1.2.2. Nous avons montré, dans l'arti
le[57℄ (version longue d'un résultat présenté en 
onféren
e, voir [54℄), que les appli-
ations duales de substitutions sont des substitutions 
ombinatoires parti
ulières.Ce
i permet, en parti
ulier, de disposer d'une large 
lasse d'exemples de substitu-tions 
ombinatoires � puisqu'il n'est généralement pas évident de dé�nir ex nihilo detelles substitutions. Une question qui reste alors en suspens est 
elle de la 
ara
té-risation des substitutions 
ombinatoires pouvant être vues 
omme des appli
ationsduales de substitutions. Notamment, il serait intéressant de savoir si 
es substitu-tions 
ombinatoires parti
ulières sont exa
tement 
elles envoyant plans et surfa
esen es
alier sur, respe
tivement, plans et surfa
es en es
alier (
e qui est bien le 
asdes appli
ations duales de substitutions). Ce
i permettrait de voir les appli
ationsduales de substitutions parmi les substitutions 
ombinatoires 
omme lesmorphismessturmiens parmi les substitutions sur les mots, puisque les morphismes sturmienssont les substitutions envoyant les mots sturmiens sur les mots sturmiens (voir [15℄).Un autre résultat 
on
erne la �ip-a

essibilité des pavages 
anoniques. Nousavons étudié au 
hapitre 4 la �ip-a

essibilité des pavages 
anoniques de 
odimen-sion un, énonçant notamment le théorème 4.16. Dans [22℄, nous avons montré unrésultat analogue à 
e théorème dans le 
adre des pavages 
anoniques de dimension117



118 CONCLUSION ET PERSPECTIVESdeux et de 
odimension quel
onque. La démonstration de 
e résultat est un peu plus
omplexe et fait intervenir des 
on
epts que nous n'avons pas abordés dans 
ettethèse, en parti
ulier les lignes de De Bruijn de pavages (introduites dans [39℄). Cerésultat étend au 
as de pavages in�nis un résultat de Kenyon, qui montre quedeux pavages 
anoniques de dimension deux et 
odimension quel
onque d'un mêmedomaine �ni sont toujours �ip-a

essibles (voir [73℄). L'obje
tif général serait de
ara
tériser la �ip-a

essibilité en dimensions et 
odimensions quel
onques.L'obje
tif pré
édent semble di�
ile (voir, par exemple, les di�
ultés soulevéesdans [43℄ dans le 
as de la dimension trois). Cependant, nous avons introduit au
hapitre 4 la notion de pseudo-�ip-a

essibilité qui semble, elle, plus fa
ile à étudier,tout en permettant d'obtenir des résultats utiles pour l'étude de l'a
tion des appli
a-tions duales sur les pavages 
anoniques (
'est-à-dire, dans le 
adre de 
ette thèse, lessurfa
es en es
alier). En parti
ulier, dans l'optique de généraliser les liens entre ap-pli
ations duales, pavages et fra
tions 
ontinues en 
odimensions supérieures (
ettethèse ne traitant que de la 
odimension un), une telle appro
he semble intéressante.D'autant plus qu'on peut déjà 
iter quelques travaux sur les possibles dé�nitions en
odimensions supérieures des appli
ations duales (voir [5, 7, 50, 62℄). Un obje
tifplus 
on
ret serait alors, par exemple, d'engendrer le pavage de Penrose (qui peutêtre vu 
omme une généralisation en 
odimension trois d'un plan en es
alier) pardes appli
ations duales, ou de déterminer si un pavage 
anonique donné est un pa-vage par 
oupe et proje
tion 
anonique (problème de re
onnaissan
e de plan).Pour �nir, 
itons brièvement quelques axes de re
her
hes envisagés, à plus longterme. Un premier axe 
onsisterait à dé�nir et étudier une notion de 
omplexitépour les surfa
es en es
alier, notamment pour 
ara
tériser par leur 
omplexité lesplans en es
alier parmi les surfa
es en es
alier, 
omme on sait 
ara
tériser par leur
omplexité3 les mots sturmiens parmi les mots. Un autre axe de re
her
he seraitde généraliser la 
ara
térisation des mots substitutifs en termes de mots de retour,donnée dans [48℄, au 
as des plans en es
alier, par exemple via une notion de surfa
een es
alier de retour. Dans 
e 
adre, on pourrait notamment s'inspirer des travauxsur les pavages de Voronoï dérivés menés dans [89℄. En�n, si la re
onnaissan
e deplan est un problème fondamental de la géométrie dis
rète, 
omme nous l'avonssouligné au 
hapitre 1, il n'en demeure pas moins que le véritable problème est 
eluide la polygonalisation (ou polyédrisation), 
'est-à-dire la dé
omposition d'objetsdis
rets en plusieurs mor
eaux de plans. Il 
onviendrait alors d'étudier 
ommentl'appro
he par appli
ations duales, appliquée dans 
ette thèse à la re
onnaissan
ede plan, pourrait être adaptée à 
e problème plus général.
3en termes de nombre de fa
teurs distin
ts � voir Chap. 1
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Résumé : Cette thèse propose une extension multidimensionnelle desliens entre mots sturmiens, fra
tions 
ontinues et re
onnaissan
e de droitedis
rète. Les notions prin
ipales sont 
elles de substitution généralisée(ou appli
ation duale), de �ip (une transformation élémentaire 
ouranteen mé
anique statistique) et de fra
tions 
ontinues multidimensionnelles(algorithme de Brun). On montre notamment 
omment dé�nir et 
al
u-ler les développements en fra
tion 
ontinue de plans ou de surfa
es dis
rets.Mots-
lefs : algorithme de Brun, appli
ations duales, 
ombinatoire desmots, �ips, fra
tions 
ontinues, génération de plan dis
ret, géométrie dis-
rète, mé
anique statistique, pavages, plans en es
alier, quasi-
ristaux, re-
onnaissan
e de plan dis
ret, substitution, surfa
es en es
alier.
Abstra
t : This thesis provides a multi-dimensional extension of 
onne
-tions between Sturmian words, 
ontinued fra
tions and dis
rete linere
ognition. The main notions are generalized substitution (or dualmap), �ip (an elementary transformation 
ommonly used in statisti
alme
hani
s) and multi-dimensional 
ontinued fra
tions (Brun's algorithm).In parti
ular, we show how 
ontinued fra
tion expansions of dis
rete planesor surfa
es 
an be de�ned and 
omputed.Keywords : Brun's algorithm, 
ombinatori
s of words, 
ontinued fra
-tions, digital plane generation, digital plane re
ognition, dis
rete geometry,dual maps, �ips, quasi-
ristals, tilings, statisti
al me
hani
s, stepped planes,stepped surfa
es, substitutions.
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